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Capítulo 1 La Integral Indefinida 



JOHANN BERNOULLI 
(1.667- 1-748) 


Johattn Bernoulli nació en Basilea, Suiza, en 1.667. Estudió medicina en la 
universidad de Basilea, donde se graduó en 1.794, con una tesis donde aplica la 
matemática a los movimientos musculares. Fue el tronco principal de una familia, 
única en la historia, que ha producido eminentes matemáticos durante el siglo XVIII. 
Por lo menos 9 miembros de esta familia, repartidos en tres generaciones, fueron 
matemáticos de primera línea. En la primera generación se encuentran Johann I f del 
cual nos estamos ocupando) y sus hermanos Jacob I y Nicolaus I. En la segunda 
generación tenemos a Nicolaus II, hijo de Nicolaus 1; a Nicolaus III, Daniel y 
Johann II, hijos de Johann I. En la tercera generación se cuentan Johann III y Jacob 
II, hijos de Johann II. El gran Leonardo Eider fue amigo de infancia de Daniel 


ACONTECIMIENTOS paralelos 


siguientes hechos notables.^En lTdi^' en Amé ™ a }J c " el inundo sucedieron 
palacio de Ver salles adonde* a m df rnnc ^ s Luis XIV inicia la construcción 
cuáquero Willi„ m Pe „„ hindnV-flTJ ^. COrte e " h6S2 ' E " este ^Siiio año. 
‘nía de las obras científicas más' "‘i ' F nde <f m - En 1.087, Isaac Newton pub 

híh temáUC0S de la filosofía Nah deS J r °n Ua ‘ ÍaS P ° r 1,1 h,lm ""dad “Princip 
minan inventado el Cálculo {,, ¡ 701f ' años a,l tes. Newton y Leibiuz 

M.1 Ut , En U05 ' inglés EdZnfün U,,iversidnd ‘fc Yak, cu New Hiu 

6 lkVa s " ""íbr t '774 í? n f 5 f _I ' 742) dÍÓ * «•**' ‘ 1 b 

<1*86-1.736) inventó el termómetro de m ^ GflWri Danid 
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SECCION 1.1 

LA ANTI HERI VAHA 

Iniciamos esta sección haciedo una breve introducción al concepto de diferencial. 
Este tema es tratado en formna más extensa en nuestro texto de Cáculo Diferencial, 
con el cual el lector debe estar familiarizado. 

Sea v f{x) una función diferenciable. Según la notación de Lcibnitz, el símbolo 

( IL representa a la derivada de y respecto a x. El concepto de diferencial da 
dx 

dy 

significado propio tanto a dx como a dy en tal forma que — puede ser vista como 
un cociente de dy sobre dx. 


Sj Av es cualquier incremento de x, entonces 


Ay=f[x + Áx) -J{x) 


es el correspondiente incremento de y. Sabemos que 
Luego, si Ax es pequeño, la razón incremental ^ 


Lim —= /’(*). 

A.t->0 Ax 

es una aproximación a 


la 


derivada f'(x). Este hecho lo expresamos asi ^«/'(x) . De aquí obtenemos: 

A>-«/'(*) A* (1) 

Esta expresión nos dice que cuando Av es pequeño, la expresión / \x)txx esta 
próximo al incremento de A y. Por este motivo es conveniente fijar la atención 
esta expresión. A continuación le damos un nombre y nos ocupamos de ella. 

IDEFINICION .1 Sea y=J{x) una función diferenciable y Av un incremento de 
x. Llamaremos diferencial de j\ que se denota con dy J* 

dy =/ \x) Av 

Notar que dy es función de dos variables, x y Ax. 

| EJEMPLO 171 Si y = x 3 - 2x 2 +x + 3, hallar 

b. Evaluar dy cuando x m 2 y Av * 0,03 

Solución 

a. d y m — (x 3 - 2x 2 + x + 3) Av * (3x 2 - 4x + 1 )Ax 

dx 

b. Cuando x- 2 y Av * 0,03, se tiene 

dy- I 3(2) (2) 2 -4(2)+ 11 0,03 = 0 J< 
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, . dx . „ | . frx m Ajc .Luego, 

Si y .„ entonces, dy - *• Además, 

, ?rfrrrncial de la variable independiente es igual al 
Esta igualdad nos dice que la di usaremos dx en lugar de Ax. Asi, 

incremento. Gracias a este f ^^cribe así: 

la expresión para la diferencial de y JW 

♦ “/•(*) d* dy 

., ci //, v 0 dividimos entre dx para obtener — A*)- 

En esta nueva expresión si >< aivlu ' dx 

U. „ a.„ d MO *. - « *"*■* dc >»»«»■-'” " •— 

.i * a »—a *- 


[EJEMPLO 27| La diferencial de y = V x + 1 es 


[TEOREMA 1.1 | Sean u y v funciones diferenciables de x si c una constante, 
entonces 


1. dc = 0 

3. d(u ±v) s du ± dy 
v du -u dv 




2. d{cu) * c </m 
4. d{uy) * u dv + y du 

6. d//” * /iií"' 'dii 


Demostración 

Cada una de estas igualdades viene de las correspondientes fórmulas de 
erivación. Aquí probaremos sólo (4), dejando las otras como ejercicio. 

4. Sabemos por definición que: 


i du , 
du " —dx y 
d\ 


dy dx 
dx 


nx dx 

otro lado, por la regla de la derivada de un producto, sabemos que: 


Luego, 
d(uv) ■ — 


~(«v). U± +V *L 
** dx dx 


v “* &) dx dx 


dx m u dv + v du 
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antiderivada 


inteorar^n^n^ 0 ' nversa I a derivación se llama integración. Mediante la 
i| C ° n rar #*l| OS * 3 ^ unc '^ n cu y fl derivada es dada. La función que se 
encuentra se llama antiderivada o integral indefinida. 


Durante el resto de curso nos ocuparemos de las integrales y sus aplicaciones Por 
esta razón, a esta parte de la materia, se la llama Cálculo Integral. 


| DEFINI CION. ] Una función F es una antiderivada o una primitiva de la 
función / en un intervalo I si F’(x) =J{ jc), V x e I 


1 EJEMPLO 3. | Las funciones siguientes son antiderivadas de/x) = 3x 2 : 

F(x) = x 3 -I-1 y G(x) = x 3 - 5 

En efecto: 

F \x) = 3x 2 + 0 = 3x 2 = j{x) y G ’(x) = 3x 2 - 0 = 3x 2 =flx) 

Observar que si C es una constante cualquiera, entonces H(x) - x 3 + C es una 
antiderivadadey(x) = 3x 2 , yaque 

H \x) - 3x 2 + 0 = 3x 2 = A*) 

El siguiente teorema nos dice que cualquier antiderivada se obtiene sumando una 
constante a una antiderivada conocida. 

1 TEOREMA 1.21 Forma General de la Antiderivada 

Si F es una antiderivada de/ en el intervalo I, entonces 

G es una antiderivada de/en I <=> 3 C, constante, tal que 

G(xr) = F(x) + C, V x € I 

Demostración 

( =^) Sea H{x) = G(x) - F(x). Tenemos que: 

H\x) = G\x)-F'(x) m Ax)-J{x) m 0, Vx € l 

Sabemos que si la derivada de una función es idénticamente 0 en un intervalo, 
entonces la función es una función constante. Esto es, existe una constante C tal que 

H(x) - C, V x € 1 

Luego, 

C(x) - F{x) - C. V x € I => G( x) - F(x) + C, V x 6 l 

(<=) " /r ( x ) + C. V jr € I => G \x) - (F( X ) + C)' m F '(*) -J{x). 

Luego, G es una antiderivada de/en I. 
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•un Al.II» PARA I.A AWIIWJUVAOA 


El tvjRtm «.UrtM» no* d«* >" 


I. St una función / lí«n« 
de ella* 


a */rtidenvada ( entonce* lume un* farrwlia rr»r/ nun**^ 


2 . 


c. ^ « una anlMicrivada conocida de /, entonce* cualquier otro tmenbro de i, 
familia <tc antiderivadas de / «* obtiene a porto de / agregándole una con*»** 
adecuada, FW + C 


familia l 7 ^ ♦ C de antldcrtvadJS d« / la llamaremos * 
general de/ o Integral Indefinida de la función/ / la denotaremos v 

yOc)dx 

Etío «, ti Z « una anüdenvada de /en un intervalo I, entonce* 


J f(x) dx « F(*) ♦ C, donde C es una constante (1) 

El símbolo J es llamado símbolo de la integral Este símbolo te ote^o 

alargando la letra S Esto es debulo a que, como veremos más adelante la mte^al 
está emparentada con la suma 

En j/0 qdx , la función /es el Integrando El símbolo da se usa para nd car 

que x es la variable de integración Esta variable puede cambiarse por cualqu»*- 
otra Así, la expresión (1) se escribe también del modo siguiente 

j/Ojiil-F(j)*C ó j/(u)du Hu)*C 

U InUgracMn rt ti proctto de hallar la Integral Indefinida ; «a la a- uirr 
general Lie la discusión anterior obtenemos 


<t> ^ j/Uidx -/U) O) n*)*c <=> rw-Ari 

S.\ símbolo 4f acompa/ia al integrando lo pt#iemot rnterepieiaf f ~' r 

diferencial de x Esto no es una coincidencia La expresión (I ) puede trtitrpreune e 
nmuH de diferenciales. En efecto, se tiene que 

dF - F*(ji) dx -/U ) dx 

Ixiego, (|) puede escribirte así 


yi I'ím) * c (4) 

. 
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| EJEMPLO 471 Hallar ^2x ,lx 
Solución 

La función F(x) = x 2 es una antiderivada de 2x, ya que F '( x ) = 2x. Luego, 
\2xdx =x 2 + C 


SIGNIFICADO DE LA CONSTANTE C 

La integral indefinida representa a toda la familia de las antiderivadas del 
integrando. Cada valor que asignemos a la constante de integración, nos proporciona 
un miembro de la familia. 

Geométricamente esta familia está representada por 
un conjunto de curvas paralelas obtenidas por traslación 
vertical del gráfico de una de las antiderivadas. 

En la figura siguiente se han graficado algunos 
miembros de la familia y =x 2 + C, que es la integral 
indefinida del ejemplo anterior. 

I EJEMPLO 5. | Hallar una función G cuya tangente tenga como pendiente 2a 
para cada x, y que su gráfico pase por el punto (1 , -1)- 

Solución 

La pendiente de G está dada por su derivada. Luego, se debe cumplir que 

G ’(x) = 2x 

Esto nos dice que G es una antiderivada de 2x. Por el ejemplo anterior sabemos 

que G(x) = x 2 + C. Como la gráfica de G pasa por (1,-1), debemos tener: 

-1 =G(1)= l 2 + C 
Luego C = -2 y G(x) = x 2 -2. 

La gráfica de esta función aparece en la figura anterior. 



[TEOREMA 1.31 Si a es una constante, entonces 


LINEALIDAD DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 

instan 

. *í> 

2- J[/(x) ± g(.v)] tlx — J/(*)rf.v ± j¿'(x) dx 


f 


1. I «/(v)ífv 


|/(.v)rf.v 


Demostración 
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°i{ \ mdx ) = aÁx) 

2 . i-j jf(x)dx ± js(*) ¿t ] = ¿ | /(x) * * ^ | g(x) dx ‘Áx)± g(x) 

Presentamos el pimer grupo básico de integrales indefinidas. Las dos p rinwr , 
fórmulas fueron probadas en el teorema anterior La validez de estas ,n,e gra “ 
descaza en la fórmula de la derivada dada a la derecha 

INTGRALES BASICAS. TABLA I. 


1. J ’af(x)dx * a^f{x)dx 


2. ^[m±g{x)\dx=^mdx 


integral 

DERIVADA 

3. jo du - C 

J 

—[C] =0 

d¡r 1 

4. í du = u + C 

J 

II 

P a"' 

■•I* 

S. [u" du = —U n *' + C, nt 
J n +1 

-i 

du\_n + \ J 

6. J— = ln|tt| + C 

—[ln | u | ] = - 
du 1 1 1 J « 

7. Je"d« = e x + C 

-kl = ** 

du L J 

8. [aV«=— a* + C 

J ln a 

- a M 

dul\na J 

9. Jsen u dx = - eos u + C 

—[- eos i/l = sen u 
du 1 J 

10. Jcos u du = sen i# + C 

— [sen//] ~ eos u 
du 1 J 

11. Jsec 2 // du = tan jc + C 

— [tan m] * sec 2 // 
du 1 J 

12. Jcosec 2 // du = - cot u + C 

—[- cot zz] = cosec / 
/íx 1 J 



[ 


n 
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13. Jsec u tan u du - sec u + C ¿[,ec H ] 

14. Jcosec «cot udu=- cosec « + C i-[- cose c „] = cosco« cot „ 


^ JEMPLQ6 I De acuedo a la fórmula 5 (regla de la potencia) con x = x ó « = t: 

"•J* 4 * ‘ Úi** +C ~T* C <»-*> 

b ' ¡ 7 * ■l¿T r3tl+c=í T +c - 4 ¿r (—3) 

C ’ J jr ~' /2<¿f = r ^2 + | x ~' ll *' + c = 2x ' n + c ~ 2 'Tx + c (n =-1/2) 


IejemploT] 

a. J3i 2 <fa = 3 Jx 2 <6r=3^i 5 +C l j=x 3 +3C, = x 3 + C. por 1, 5 y C = 3C, 

b. JW'rk = 8 je'* = 8( e *+C, ) = 8e' + 8C, = 8e* + C. por 1, 7 y C = 8C, 

J**” 5 j“‘ fa = 5 ( ll, l jr l +C t) =51n l ;c l + 5C 1 = 5ln|Jc| + C.porl, 6, C = 5C, 


[EJEMPLOS. | J( 3 r w - 2 ') í *= 3 fr ,/4 dl - ¡2‘dt por 1 y2 


= 3-+ C, - —+C, 

-1/4+1 In2 2 


~~ + c, + c 2 


por 5 y 8 


4t 3/4 - Ü+ c, 

ln 2 ’ 


C- Q + C 2 


número n i 2 de sumandos, ^ mduCC,0n ’ que la fórmuia 2 es válida para cuaquier 






















I EJEMPLO?] 

J[*“) * = J( X2 " 4 + P r ) rfX “ p* - 4 p + 4 


„2 + 1 f y -2 + l 

-t *í-«*«**(-r c ') 

(c = c, -4Cj + 4C 3 ) 


V 3 4 

= — - 4x - - + C. 


I NOTA.] De aquí en adelante sólo escribiremos la constante C más general y no 

las parciales Cj, C 2 , etc. 


I EJEMPLO 10.1 Hallar 


( V ~x+ ¿ 

J x I 2 


dx 


Solución 


El integrando es una función racional impropia. Para casos como este, antes de 
integrar se divide el numerador entre el denominador. 

= £l -lnU| + 4í-r + c = i- -ln|x|-^ + C 

L * 


-i 


EJEMPLO 11. Hallar 


j(tan u - cot m) 2 


dit 


Solución 


j(tan u - cot u) 2 du = j^tan 2 » - 2tan u cot u + cot 2 ») du 

- J((sec 2 w - 1) - 2 + (cosec 2 u - 0)^ 
• jjsec 2 » - 4 + cosec 2 ») du 
* jsec 2 w du - j*4 du + jcosec 2 » du 


= tan u - cot u - Au + C 
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SABOR A ECUACIONES DIFERENCIALES 

Nos planteamos el problema de hallar una función v = 

■ a dy * 

SCr,Va 3 ~dx~^ y Un punt0 (*o,;yo) en la gráfica de F. o sea F(x 0 ) = y Q Este último 

requerimiento recibe el nombre de condición inicial y se acostubra escribirle así: 
JK*o) - yo. En resumen, buscamos la solución de la ecuación: 
dy 

— =•/(*)> y(*o) 

Esta ecuación es un caso simple de una ecuación diferencial. Una ecuación 
diferencial es una ecuación donde intervienen derivadas. Las ecuaciones diferenciales 
constituyen una de los temas más importantes de la Matemática, tanto desde el punto 
de vista teórico como aplicado. Aquí apenas estamos dando un pequeño paso dentro 
de este campo. Más adelante retomaremos este tema. 


= _ 4x 3 => y 
dx 


Su velocidad es v(0 = — y su aceleración, a(t) 
dt 



1 EJEMPLO 12. | Hallar la curva cuya pendiente en cuaquier punto (x, y) es - 4x y 
que pasa por el punto (-1,2). 

Solución 

Sabemos que la pendiente de una una curva está dada por su derivada. Luego, 
debemos resolver la ecuación: 

= - 4x 3 , condición inicial >>(-1) = 2 
dx 

. a 3 

Paso 1. Resolvemos —-4x . 

dx 


= - 4 x 3 dx = - 4 Wdx 


= _4 — + C = -x 4 + C 

4 

Paso 2. Hallamos el valor de C. 

_ K _l) = 2 =>2 =-(-l) 2 + C=>C = 3 
La curva buscada es y = -x 4 + 3 

MOVIMIENTO RECTILINEO 

Sabemos que si s =A‘) es la función posición de un móvil que se mueve a lo largo 
de una recta, entonces: 

ds 


dv _ 

~dt di 1 

En nuetro curso anterior nos proporcionaban la función posición y nos pedían 
encontrar la velocidad y la la aceleración. Ahora resolvemos el problema reciproco.^ 
Dada la velocidad o la aceleración, encontramos la función posición. Sin duda que 
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Solución 

pj"'?' 1 Ia Población después de i 
r v)- esto es. 


*«■*■ - ™»d. 


meses. El ritmo de crecimiento es la derivada 


Luego, 


^’(0 = 6 + 7/ 3/4 

^(0= J(6 + 7t 3/4 )dt = 6 jrf/ + 7 jí^dl =6( + 4( 7/ " + C 

U población actual, cuando /= 0, es P( 0) = 12.000. Luego, 

12.000 = P(0) = 6(0) + 4 (0) 7/4 + C => C = 12.000 
Por lo tanto, 

^(0 = 6/ + 4/ 7/4 + 12.000 
Por último, la población después de 16 meses es 

^(16) = 6(16) + 4(16) 7/4 + 12.000 =12.608 habitantes 


| PROBLEMA 3. 1 Hallar la curva y =/(x) tal que: 



- 

b. y — 8x — 9 es tangente a la curva en el punto donde x = 1. 

Solución 

Debemos resolver la ecuación a. Para esto, tenemos que determinar dos 
condiciones iniciales. 

La pendiente de la recta tangente es 8. Pero, esta misma pendiente es la derivada 
de la curva en x = 1, Luego, y'( 1) = 8 

Por otro lado, la ordenada del punto de tangencia es y = 8(1) - 9 * - 1 . Luego, 
por estar este punto de tangencia en la curva, tenemos quey(l) = -1. 

Abra, resolvemos la ecuación 

r/ 2 y r~~ 

-^-y = I5V x , con condiciones iniciales, /(|) - 8 y y(l)*-l 

Bien: 

y - Jl5yidt- j* ,/J (U - lOut^ + c, 

>(1) =8=3 10a) w + C,-8 => C,--2^ /« l0üc w -2 


Además: 














/= 1 Ox m - 2 
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= J(lOx 3 2 -2)¿fc=4x 5/2 -2x + C 2 y 


Á \) = -\ => 4(l) 5/2 -2(l) + C 2 =-l 


> C 2 = - 3 


La curva buscada es y 


En economía, la palabra marginal es usada para referirse a la derivada. Asi 
R(x) es la función ingreso, el ingreso marginal es su derivada R\x). 

fPROBLEMATI El ingreso marginal de una compañía es R\x) =18- 0,02* 

a. Hallar la función ingreso. 

b. Hallar la ecuación de demanda del producto que vende l a 
compañía. 

Solución 
a. Tenemos que: 


/?(x) 


= jV(x) dx = J(l8-0,02)rfx = 18*-0,01.x 2 + C 


Si no se vende ninguna unidad, el ingreso debe ser nulo. Esto es, R( 0) = 0 
De esta ecuación obtenemos que C = 0. Luego, la función ingreso es 
R(x) = 18* - 0,01 jc 2 

b. Una ecuación de demanda es una ecuación que relaciona la cantidad demandada x 
de un producto con el precio del mismo. Puede venir en dos formas: 

1. Función demanda: x = D(p) 2. Función precio: p =J[x) 

Si el precio de cada unidad es p, entonces el ingreso es /?(x) = px. 

En nuestro caso tenemos que: 

18x - 0,01x 2 = /7x => (l8-0,01x)x = />x => 18- 0,01x = p 
En consecuencia, la ecuación de demanda es 
p= 18- 0,01x 


hS prohlemas del I al 34 hallar la integral indefinida indicada. 



dx 


Rpta. 5x+ C j j x » 

Rp,a - ~7 +C /• JV7 dt 


Rpta. -x 




Rpta. 


2/ 4/j +c 
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5. j*z In 2 dz Rpia. z 2 + C 6. Rpta. - — 


7. -5u*^ du 

Rpta. 2-w 6 -m 5 + C 

8. f(r-2) 2 dr 

r 3 

Rpta. — -2r 2 + 4r+C 

9. J|i/ 2 +3u + 5 S j du 

3 -y ¿J 

Rpta. — + —— + 5 u + C 

3 2 

10. Jjl + x + x 2 + x 3 )í/x 

Rpta. x+ — x 2 + -x 3 + — x 4 + C 
2 3 4 


Rpta. ln | z | -- + ^z í/f2 + C 

12. j(x + 3)(x-l)dx 

Rpta. i.x 3 + x 2 - 3x + C 

-K* 

-/ 3 +2t -- + C 
y 3 í 

U. J}-«) * 

* ptó ._J_-31n | x | + fx 2 -i. 

15. J(x 2/3 -Vx)cíx 

Rpta. |x 5/3 -|x 3 / 2 +C 

1 16. jVx(x 2 -2x)c£x 

l, w -ix*-+C 

7 5 

"• Í^tí) *’ 

ix 2 4-2x + ln|x| + C 

2 


x - ln | x | + 2x _l + C 


- — + 21n | x | + x + C 

X 


Rpta. ex+C 


/ 







i «> 
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-■f 


22 . 


23. 


■¿-/SjJZdy 

Rpta. Vn \y\-e>--y 3 2 + c 



VzStd, 

Rpta. - 4í V2 - 2/~ l/2 + c 

t^ft 



Pp/a. —p=-- 2>/x + C 

V x 


yL jx-*(** , - 6x, ~ x ~') dx 

je ,l,I dx 
flnx 4 , 

JíT* 

2^ j"tan 2 0 dO 

J¿6. jcosec x (cotx + cosec x) dx 
yf. Jtan x (tan x + sec x) dx 
3$. j(tanx + secx) 2 dx 

31. fejLdt 
Jcos ¿ / 

32. Lí£_ 

J1 - sen p 

J(2cot 2 a - 3lan 2 a) da 


coscc <t> 


■ dtp 


J coscc <f> - sen <f> 

n los problemas d 
por el punto inda 
35. m(x) = 4x-3, (1,2) 


Rpta. 2x 4 - 2x 3 +—+ C 




Rpta. — x 5 + C 


Rpta. 4x + C 
Apta. tan 0 + 0 + C 
/?ptá. -cosecx -cotx + C 
Rpta. tan x - x + sec x + C 
Rpta. 2tan x - x + 2sec x + C 
Rpta. sec í+C 
Rpta. tan p + sec p + C 
Rpta. a - 2cot a - 3tan a + C 


Rpta. - cot (p + C 


£/l /os Problemas del 35 al 38 hall / 
pasa por el punto indicado. /fl 


curva cuya pendiente en x es 
Rpta. y m 2x 2 - ' 


Jad* 
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36. nt(x) — x 2 - x, (0, -5) Rpta. y = ^x s - x 2 - 5 

37. m(x) = 2e X + 1, (0,-1) R p t a . y = 2e x + x-3 

38. m(x) = — - 1, (1,5) Rpta. y - 31n| x | -x + 6 

En los problemas del 39 al 42 resolver los problemas de valor inicial. 

39. ^ -U ><4) = -3 Rpta. y = ^ -4 

dx 4v x 2 

40. — = — - — sen 6 , ><ti/ 2) = -1 /?p/a. >> = —(0 + cos 0)- 3 

d0 n n n 

41 . 35 x-Tx, j-'(l) = 12,>(1) = 5 Rpta. y = 4x i fi-2x + 3 
dx 2 


42. ^- = senx + cos x,y'(0) = l,r(0) = -2 Rpta. y = - sen x - cosx + 2x - 1 
dx 2 

En los problemas 43 y 44, un móvil se desplaza de acuerdo a las condiciones 
dadas. Hallar la función desplazamiento. 

43. a(t) = sen i + 1, v(0) = 2, í(0) = 1 Rpta. s(t) = - sen / + + 3/ + 5 

44. a(t) = é + 28 V~t , v(l) = e, s(l) = 2e. Rpta. s(f) = e' + (9t 2 )lTt- 21í +12 + e 

45. Hallar la curva y =J{x) tal que: a. ^ - 12* - 4 b. y = 3x-4es tangente a 

dx 

la curva en el punto donde x = 1. . ^ = 2x -2x + x - 2 

46. (Movimiento rectilíneo) Desde la orilla de un edificio de altura h es lanzado un 
objeto hacia arriba con una velocidad inicial v 0 . Probar que la ecuación de 

desplazamiento del objeto es s(t) = - — gt 2 + v 0 í + h 

47. (Población). Después de t años la población de cierta ciudad crece al ritmo de 

500 + 600 J~t por año. La población actual es de 120.000. ¿Cuál será la 
población dentro de 4 años? Rpta. 125.200 

48. (Función costo). El costo marginal de un producto es C '(•*) * 50 - 0,06.x. 

Los costos fijos son de $ 1.500. Hallar la función costo. 


Sugerencia: Costos fijos = C(0) Rpta C (x) =50x 

49. (Función costo). El costo marginal de cierta firma es 
C \x) = 32 - 0,02* + 0,009jc 2 . 

El costo de producir 100 unidades es de Bs. 18.000 


0,03jc 2 + 1.500 


A 
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a. Hallar la función costo. b. Hallar los costos fijos. 

Rpta. a. C \x) = 32x - 0,0 lx 2 + 0.003 x 3 + 11.900 b. 11.900 

En Ios problemas SO y 51 se ila el ingreso marginal R'(x). Hallar la ecuación 
de la demanda. Sugerencia: Ver el problema resuelto 4. 

50. R\x)= 16- j Rpta. p=\6-0,\x 

51. R •(*) =15- 0.04* - 0,006.t 2 Rpta P = 15 " 0,02x-0,002x 2 


SECCION 1.2 

INTEGRACION POR SUSTITUCION 


Existen métodos, llamados técnicas de integración, que nos permiten reducir 
ciertas integrales a otras ya conocidas. Entre estas técnicas tenemos a la integración 
por sustitución y la integración por partes. De la primera nos ocuparemos en esta 
sección, y en la sección siguiente trataremos la otra. 

La técnica de integración por sustitución no es otra cosa que la aplicación de la 
regla de la cadena al cálculo de integrales. 

TEOREMA 1.41 Integración por Sustitución o de cabio de variable 

Si F es una antiderivada de / y u = gM es diferenciable. 
entonces 

J/(g(-v))g'(.v)<iv =íXgU)) + C 

Demostración 

Debemos probar que F(g(x)) es una antiderivada de J{g(x))g\x). Usando la 
regla de la cadena se tiene: 

4-F(g{x)) = F 'ts(x)) g •(*) W 


| OBSERVACION?! La conclusión del teorema anterior también puede verse 
términos de diferenciales, del modo siguiente: 


Si u g(x), entonces du g\x)dx. Luego 


[/(*(*))«■(*)<& 


í/(u) ilu 


h\u) + C 


W) + c 




J 

a 


j 

s 


[ 


; 


I 
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En la practica, este último punto de vista es el 
este teorema nos permite hacer un uso mucho mi, u “ remos - Ahora veamos 
anterior de la sección 1. ch0 mas a ™pl'o de la tabla de inte¿Tl 


| EJEMPLO l.| Hallar jv( t -’ + 
Solución 

Sea u = x* + 1. Se tii 


l) 5 ¿r 


tiene que du = 3x 2 dx . Luego 

JaxV+l) 5 *- f(x 3 + 1) 5 ( 3X 2 <J X) 


= prftt = 0- + C = i(x 3 + l) 6 + c. 
J o 6 


| EJEMPLO 2.1 Hallar J/4^3¿¿c 
Solución 

Sea m = 4x- 3. Se tiene que du = 4 dx y, de donde, dx=—du. Luego, 

4 

jv 4x-3 dx= J( 4x - 3) 1 2 dx = Jw 1/2 ^ jn ]/1 du 


1 u‘ 


+ c= — u 3/2 + C = -(4x-3) ' + C. 
41/2+1 6 6 


[EJEMPLO 3. Hallar 


Solución 


-í 


In x 


dx 






dx 


a. Sea u = In x. Se tiene que du - —. Luego 

x 

f fox f, (dx\ f , n 2 ln 2 .v _ 

J dx = I In x\ — I = I u du - — + C = —— + C 

Sabemos que log 5 .v = Luego, 

fiSM<&=_!_ f—L_fjíl!£ + C 1 

J x ln 5 J x In 51 2 


b. 
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Solución 

Sea « = !"'• Se tiene que 


du = -dt. 
t 



Luego 

= ln | u | + C = ln | ln t | + c. 


[Ejemplo s.~] Hallar jr : V i-z d- 

Solución 

Sea u = 1 -z. Se tiene que 2=1-2/ y dz = - du. Luego, 

fz 2 /r7d¡r = j(l-«)V /2 (-rf») — J(l-2r/ + » 2 )» ,/2 . 
= - f(» ,/í - 2 » w +« jn )* 

= - J*» 1 2 du +2 jn 3 2 </ 


P 


3/2 5/2 7/2 


= „ 2 / 2 + 1 „ 5/2 _ i 7/2 + c 

3 5 7 

= -fe-*) 3 ' 2 + fo-*f 2 - fe- 1 ) 772 + c 


¡EJEMPLOS]] Hallar |(y 2 - 1 ) e .v 3 - ' dy 

Solución 

SCa U y ~ 3<V + Sc tiene que du = (ly 2 -3 )dy = 3 (y 2 - O# 
Luego, multiplicando y dividiendo entre 3, 



c 

S 


3 

















[EJEMPLO 8.1 Hallar f + 5 * 2 " 3x ~ 5 dx 
J 2x-\ 

Solución 

El integrando es una función racional impropia, ya que el grado del numerador es 
3 y el denominador es 1. En este caso, primero efectuamos la división del numerador 
entre el denominador: 


¿T> 

)2x-\ 
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19 f du _ -1 “ 

J77T7~ scn « + c ’«>° 

20 f du 1 _j u 

' Ja*+ u l " a'*" « + C ’ «>• 

21 f _ du 1 -i u 

21 ' J ~í 2 T = 7 sec - + C, a>0 

* u>J u -a 2 a a 

FORMULAS DE REDUCCION 

22. Jtan"/! </u =-í-tan"" , M - |tan"' 2 ii du, /i*l 

23. Jcot rt M </« =--i-cot'" , M - jcot"' J M du, n* 1 


I EJEMPLO 10.1 Deducir las fórmulas 15 y 17 
15. Jtan u du = In | sec u | + C 17. jcosec u du = ln | cosec u - cot u | + C 
Solución 

15. Sea w = eos u. Entonces dw = - sen u du. Luego, 

[mu* - 

J J eos u J COS U J W 

= ,„| w -'| + c= |n |i| + c= ,n |¿ ; | + c 

= ln | sec w | + C 

17. Sea w = cosec u - cot u. Entonces 

dw= (-cosec u cot u 4 cosec 2 u )du = cosec u (cosec u - cot u)du. 

LUet r fcosec u (cosec u - cot u) du _ f¿vv 

Jcosec u du - J cosec u - cot u J vv 

= ln| w | +C=ln| cosec «- cot u| + C 


Í du _ 1 -l u 

¡r¡^¡7 ” 7 tan 1 


+ c 
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Solución 

Sea w * — . Entonces dw = 




= — tan'w + C = ”' ,an ” l ~ + ^ 


í 


f dx 

IEJEMPLoS Hallar 

S ° ,UCÍ6n , f ronces * » e* y dx-e* du. Luego, aplicando ,a fórmula 2 °: 
Sea v s lnx. Entonces x e y 

r * . r_£í_ - 

JTfrnsr •»-•('-»’) j! *‘ 

* c 


-tan . ^ 

2 U 


1 + C 


,__ f dr 

| EJEMPLO 13. 1 Hallar \ 2+ J ^ 


x + 1 


Solución 

Completamos cuadrados en el denominador: 


r dx m f_^_ 

Jx 2 +J2x + \ J x i+J2x+(sH/ 2) 2 +{\-(sT2/2f^ 

Í dx 
(x + Jl/íf +(sÍ 2 / 2 f 

Sea u = x + yfl / 2. Entonces du = d. Luego, aplicando la fórmula 20, 

f * . f a. , i 

J jr 2 + yfí x +1 J M 2 +(\/"2/2) 2 >/2/2 V >/2/2 J 
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[ejemplo I47| Hallar f <** 

JxJlc 4 -* 

Solución 

Sea u - x .Entonces du = 2* dx. Luego, aplicando la fórmula 21. 

í-7^= = 1 f_2l*__ . i r * 

JxJT^ 2 2 J ui 


2 '[(* 2 f-2 2 2 ^“'fü 2 -2‘ 

I.i , «c- , (|] + C = ise c "^ + C 


| EJEMPLO 15. | Probar la fórmula 22. 

Í tan"u du = ——tan n_l u - |tan n-2 u du , n*l 

n-1 J 


Solución 

1. Sea vv = tan u. Entonces dw = sec 2 u du. Luego, 


Jtan^t/ du = jtan" 2 w(tan 2 n) du = Jtan" -2 u (sec 2 u-l) du 
= j*tan n_2 u sec 2 u du - Jtan^u du 
- jv/^dw - j*tan n ” 2 u du = ~ Jtan" _2 u du 

= ——tan" -, M - ítan ff " 2 u du 

n-1 J 


nota. | Las dos igualdades anteriores son dos ejemplos de las llamadas fórmulas 
de reducción. Se las llama así porque transforman una expresión, que 
involucra una potencia, en términos de otra expresión del mismo tipo, pero 
de una potencia menor. Más adelante encontraremos otras más. 


1 EJEMPLO TóT] Hallar: 1. Jtan 3 u du 2. jcot 4 u du 
Solución 

1. Aplicando la fórmula 22 para n = 3: 
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Solución 

a. Sea y 5 - Entonces du B 3y dy- Luego, 

r/* = íL^=;[-rT 

J 7^7 ’W/f J/rT 


= Isen' 1 B + C = lsen' 1 (y 3 ) +C - 


Ir-''- 3 ' 

3 3 

b. Sea » = cosí. Entonces <*« = - sen xdx. Luego, 


(-sen x ¿x) 


jsen’xd.» Jsen : xsenx<ix=-|n-cos 2 xK- 

= - + j u 2 du = -u + -u J + 1 


-cosx + -COS 3 X + C 


PROBLEMA 2. Hallar 



dx 


Solución 


■ ,nw K™i indcfinldí» 


11 


Sea u-HV.Tenemo.que d„- y * 4 - u - ll.ue#». 
í- *—T¡zdx -I f*^ 4 * 1 *) . I fíu-l)d„ 

J ('- 4 ) V2 4 J(^7f 4)-¡ár- 

“ ^ J(" 1,2 ~B J du - i ju - - ju‘ v, du 

- Ijn . ± U -M2 „ c .1/777 >_ +c 

4 4 2 2<J 1 + * 4 

IPROBLEMA~371 Hallar a. jco»x «“"di b. 

Solución 

Cuando el cambio de variable se ve con claridad, procederemos directamente, sin 
enunciar explícitamente tal cambio. 


a. j’cosxe*"'di - je“"'(cos* d») - je'du (u-«nx 

= e“ + C = e"' + C 
dy 

b. Sea w = tan" l >' • Entonces du = -— j Luego, 

i«y 



Solución 

Sea 


i . i 

-- _ 1 , ns2 * v dx= — (u-3)du. 

u = y¡ 4 x -1 + 3 . Entonces x^ + 4 > 2 
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= I(/ 4 ^T + 3) -|m|/C^T + 3| + c 


f l+ * A 

fggñSLÉMÁ U Hallar 

Solución ,a 2 v = _2(1 - u) du. Luego, 

Sea «-1 -/í -Entonces * = 0-“) * “ A 

. „ , 2 f u 3 - 3u 2 + 4w - 2 

f I + ar . f ií£liíL(-2(l-K)í/«) =2 -" <*< 

Jí^/T J " 

= 2 íir 2 -3« + 4“) du = |)« 3 - 3« 2 + 8« - 4 ln| u \ + C 

=|( 1-77 ) 3 -3( 1-77)* + 8(l-77)-4ln|l - 77|+c 

= _17? -x- 477 — 4 In I 1-77 | + c 


I PROBLEMA 6.1 Hallar ^ 

Solución 

S¡ M = z 2 - 4z + 8. Entonces du = (2z - 4) ¿fe. 

Transformamos el numerador del integrando hasta obtener du = {2z- 4 )dz. 
z + 1 ¿ f 2(24-1) 

2 J z 2 - 4z J 


- efe 


J z 2 -4z + 8 


efe 


+ 8 

*(2z + 2) - 6 + 6 

4z + 8 

2z ~ 4 — ¿fe + ^- 
r 2 -4z + 8 2 


_ J_ f(2z + 2 

2 J z 2 - 

•H 

_ I r(2z-4)cfe + 3 f_ dz_ 

2jz 2 -4z + 8 Jz 2 -4z 


- 1 f2i 
2 Jz 2 

fe 


>z-4) + 6 


-4r + 8 


efe 


-4z + 8 Jz z -4z + 8 

En la primera integral, hemos trabajado para obtener: 

1 r(2z-4)rfz .1 fjn = l,nl„ |+C , - i|n|z 2 -4z+*l +C ' 

2 Jz 2 -4z + 8 2 Jtt 2 1 1 2 

Para la segunda integral hacemos v = z - 2. Entonces dv - dz y 


C *P«'"ol Ulw**,*^ 


ía J -4z.8 * 3 íü-2* + 2> " ‘ 


+ c 2 


. ‘2 Un '{ £ r)^ 

Por ultimo, sumando los dos resultados: 


fe 


í ,n fe- 4i+ »i 


[PROBLEMA 7^ Hallar f-g n 6 d Q 
j9 + cos 2 0 

Solución 

Sea u = eos 6. Entonces du = - sen 6 dO 

Í sen 6 ^ _ f sen 6 dd _ f -du 

9 + cos 2 0 J3 2 +cos 2 0 J3 2 + u 2 


--tan - ' 

3 


+ C 


I PROBLEMaD Hallar |4 2_3, dx 
Solución 

Sea u = 2 - 3.x. Entonces du = -3dx. Luego, 

= - ip-^C-Sdx) - -i J 4 ' 


3 In 4 


- + C 


3 In 4 


- + C 


| PROBLEMA 9?! Hallar * 

Solución 

Multiplicamos y dividimos por sec x + 1: 

f-1- 2£üi*- 

Jsec x — 1 Jsecx _ l sec x +1 Jsec x 1 


hüf fcot ! i (secx+l) dx 

J tan 2 * J 
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6. JV 3x-T dx 

Rpta. i(3,-l) 4/5 +C 

i xdx Qvfe 

r ]JT + 3 

g y-Ji-f * 

». j"v i (l + y 3 )' / <fy 

*« |(* + 3) )/J -«<* + fe +C 

^a.-|(2-/ , ) í/J 4 (2 '' J)5/J+C 
^ fl .± 0+ /r- ¿a*y’J^ + c 

“ Jo-«r * 

4 

"■fe* 

4«l i(l-2fe 2 fe(l-2z 2 ) 3/2 +C 

12. je~ 5x dx 

/?/?/<?. - J e_5 t + C 

13. jxe' 2 dx 

Rpta. j e x + C 

“ Ít7* 

Rpta. 2e r * + C 

,s 

Rpta. - (e x +1)” 4 + C 

16. JiV* 5 * 

Rpta. -~e l ~ * 5 +C 

17. fe’' <fc 

J -J e 1 ' + 1 

Rpta. (e 2x +1) ,/2 + C 

18. f * ár 

Je +e* 

Rpta. tan _, ( e x ) + C 

1». ffe=<fc 

J W ln X 

Rpta. 2>J ln* + C 

20. jfefe 

Rpta. |(lnx) 3/2 + C 

21. f f 4 * 

J*(l + lnx) 

Rpta. -4 ln (l+ln;t) + C 

f t Iní/ 2 + 2 ) 

22. —^- idt 

j i 1 +2 

Rpta. — ln 2 (/ 2 +2) +C 

4 

23. fe* 

J3 + V 1 + 2* 

Rpta. TüYx - 3 ln | 3 + >/ l + 2x | + C 



(sen j’ + l) 

Rpia. tan~'.t+— ln^l + x 2 ^ +C 
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Rpta ^tan '(* ) + C 

í "¡177* 

r 8 dx 

n - Js -61 + 25 

" ¡jrfíZi 

"ftr* 

í ^ 

45 ‘ Jcos 2 x /tan* ~ l 

í dx 

47 ' Jx(l-lnx) 

í 

-i( + C 

Rpta 2 tan J 

2 _,f Ix-sTÍ)^ ^ 

*r<° Ti l -Ti J 

Rpta. -2cos /x + C 

Rpta. 2 / tanx-1 + C 

Rpta. -e~ “ n 0 + C 

Rpta. — ln | 1-lnx | + C 

48. 

/?p/a. eos (l/z) + C 

49. Ja j e 3 'dx 

_x_3x 

/?p/a. + c 

In a + 3 

50. f, 1 "^ j 

si. í * 

J 4-ln 2 z 

52. - 

/?p/a. -;— í -- + C 

x(lnx-l) 

/?p/a. sen" 1 j + ^ 

Rpta. ~ tan_1 j + ^ 

53. í * 

JV -x J -4x-2 
f dx 

J(X-1)Vx 2 - 2x - 8 

Rpta. sen" 1 j + C 

Rpta. jsec" 1 j + C 

55. j>/ 1 + sen x dx 

Rpta. -2yJ 1 - sen x + C 

56. Jcos 4 x sen x dx 

-icos 5 x + C 

57. j*tan 5 x sec 2 x dx 

fy/a. — tan 6 x + C 

6 

58. Jcot 4 3x cosec 2 3x dx 

fyía- -■j^cot 5 3x+ C 
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59. 

Jcosec x 

Rpta ^sec 4 x + C 

60. 

61. 

íf cosec x \ 2 

Jl 1 + cot X J 

Je Jco * 2 *sen 2x dx ~ 

' Rpta. - 1 - + c 

1+cotx 

flpra. 

62. 

fsenx__ 


Jl+cos 2 x 

^pta. -tan 1 (eos x) +C 

63. 

f— dx 

1 / , \2 

J 1 + x 2 

Rpta. -(tan" l x) +C 

64. 

f * 

Rpta. ¡ — + C 

j xyfTTs 

65. 

[e 2 *dx 

J 1 + e Ax 

/?pia. ^tan -1 (e 2 *) +C 

66. 

f sec 2 x dx 

Rpta. ^sen" 1 (2tanx)+C 

l-4tan 2 x 

67. 

Í * 

Rpta. -^sen -1 (inx 3 ^ + C 

3x7 4-9 ln 2 x 

r dx 

68. 

Rpta. 4 (/x+lj - 4^ /x+1 + C 

•'VTx +1 

69. 

f * 

flpfa.sec“'(e*)+ C 

37777 

70. 

(" e'dx 

/?p/a. tan" l (e‘+l) + C 

Je 2 ' +2e % ' + 1 

71. 

f * 

/?p/a.sen"’(e~*) + C 

Je*V l-e _2x 

72. 

j*tan 2 a.x dx 

#pía. —tan ax -x + C 
a 

73. 

jcot 2 ax dx 

Rpta. -—cot ax - x + C 
a 

74. 

j*tan 3 ax dx 

Rpta. — tan 2 ax- — ln 1 sec ax 1 + C 
2a a 

75. 

j*cot 3 ax dx 

Rpta. - — cot 2 ax - — ln 1 sen ax 1 + C 
2a a 1 






































85. (Depreciación de una máquina). Se compró una máquina por 900 mil dólares y 

su valor después de / años de uso, se deprecia al ritmo de = - 280e~ 0,4/ 

dt 

miles de dólares por año. ¿Cuál es el valor de la máquina después de 10 años? 


Rpta % 12.821 



!,a fórmula de la derivada de un producto o, equivalentemente, la fómula de la 
diferencial de un producto, nos permite obtener otra técnica para transformar 
integrales, llamada integración por partes La utilidad esta técnica radica en <■ 


1,0 r 

1 * e * r# * l u dv . que supuestamente < 
«"picada. fv ¿ „, queK _ . 

J M K es P Cf a sea mas simple 

^aSMATs) ln. n ractó nporP>rtM 

Si u * u(x) v VB _ r 

v(x) son funciones diferenciabtes, entonces 

Jw dv * U¥ _ J v du 

Demostración 

Sabemos que la diferencial del producto uv es 
De donde «uv) - a dv + v du 

u dv = d(uv) - v dv 

Integrando obtenemos lo buscado: 

ju dv = jd(uv) - Jv du = uv - Jv du 


EJEMPLO 1. j Hallar jx 2 lnxdx 


Solución 


1 


Sea u = In x y dv = x 1 dx. Tenemos du = —dx y v* -f 

x 3 

Luego, ¿ 

J , 2 In x dx = J ln x . x 2 dx = uv - Jv du 

* — ln x - í— - dx = -x 3 Inx - - íx 2 dx 

3 J 3 x 3 3 J 

» ix 3 lnx-ix 3 + C f " J 

3 9 

Con ánimo de ayudar a la memona, los datos pres tos a la aplicación de la fórmula 
de la integración los escribimos del modo siguiente. 


Se deriva ^ 


In x 


dv-x 2 dx 


du=—dx 


, ) 


Se integra 
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La flecha obI,c ¡ ,a férmino del segundo miembro de la fórmula. La flecha 
«la» indica que integnutdo el produelo de los términos v y „, ( 

que eüa ertlasau ^oblenemos el segundo término_ 


fF.IEMPLOz7¡ Hallar Jie'dr 


Solución 


Sea 

u = x 

II 




¡xe'dx = 

¿¿L = «v- 

\vdu = xe x - 1 e x dx -xe x -e x +C 

J 

ch J 

J 


(OBSERVACION 1 En ejemplo anterior si u y el rív se hubiera escogido así: 
m = e x dv-xdx 

tendríamos: 

jxe'dx = J!_£L = wv - Jv du = e v ^ 

Resulta que esta última integral es más complicada que la integral inicial y el 
problema, en lugar de simplificarlo, lo hemos complicado. Esto nos dice que hicimos 
una mala escogencia para u y para dv. Pero, entonces surge una inquietud: ¿Cómo 
determinar una buena escogencia? No existe un método que funcione para todos los 
casos. Existe una regla que es muy popular entre los estudiantes. Se llama la regla 
ATE, la cual funciona para un buen número de problemas, pero no siempre es 
exitosa, como veremos más adelante. 

LA REGLA ILATE 

nes las agrupamos en 5 clases, a las ordenamos en forma descendiente 
de acuerdo a la dificultad para hallar su antiderivada, de difícil a fácil. 

I : Inversas trigonométricas , „ 

L I U 

: Logarítmicas ^ 

A: Algebraicas 
T: Trigonométricas 
E: Exponenciales 


E dv 



regla ILATE d' 

¡unciones de distinta d«. UcaTce lj"? grando «1 Producto de dos 
... A la función que queda arriba 1 func, °nes en su categoría dada por 
abajo le corresponde dv. * b ,e corr «ponde u y a la función que queda 


J* eos x dx 


EISE 0 X] Hallar 
Solución 

*: Algebraica, sen x: Trigonométrica 

U ~ x dv - eos x dx 

du = dx 


Luego, 


v= senx 


V- Jv 
Je eos x dx = 


- Jsen x dx 


J x eos x dx = wv — |v du = x senx 
Por lo tanto, 

= xsenx + cosx + C 


I 

L 

A — x m u 
T — eos x = rfv 
E 


1 X sen X - (- eos X ) + C 


Jx 2 tan l ¿r 


[EJEMPLO 4.1 Hallar 
Solución 

Tenemos que: tan~'x: Inversa trigonométrica. x 2 : Algebraica 
Luego, u = tan -l x \ dv = x 2 dx 




& • 
t\V 


V 
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El siguiente ejemplo nos proprcion. 

{EJEMPLOS Prob^quí 


resultado importante. 

C 


S °'eZ^o tiene un so,o ftCor. En «,e caso sé.o nos queda una salida: 

1 ¿r 


jlnxdx= fin* * 


In .r: Logarítmica 
1 : Algebraica 


t/ = lnx 
du = -rív 


rív = 1-rír 
v = x 


Jlnxdx =uv- jvdu = x Jn.r- J*-j- ¿r = * ln*- Jríx = *lnx -x + C 


I EJEMPLO 6. | Hallar Jtan ¿t 


Solución 

En este ejemplo, como en el anterior, el integrando tiene un solo factor. 
Procedemos del mismo modo. |tan -l x rír = |tan"‘jc • l dx 


o. Jtan -1 .* dx- j*ta 


tan : Inversa trigonométrica u = tan -1 * 


1: Algebraica 

ftan-'x dx = xtan-'x - f-£*L = xtan-'x - i í 

J Jl + x 2 2ji +x 2 


du = - -dx 

1+x 2 


dv= 1 dx 

t V -X 


c tan“'jt - -jln (1 + je 2 ) + C 


[EJEMPLO 7j Hallar J",v tan' 1 -Jx dx 

Solución 

En primer lugar, hacemos un cambio de variable 
Sea z- yTx. Luego, x = z 2 , dx = 2zdz y 

J tan 'sfx dx = JzWz ( 2j( fe)= 2 fzW 


z dz (1) 


La Integral Indefinida 

Contárnosla última integral 



1 + z 

jVtarT'z dz = £l tan -« r _I 

4 

f r< fe- . -i 1 | 

T , i ^ 

J 4 4 

Jl + z 2 4 J 



Reemplazando este resultado en (1): 


I* tan' 


x--^-l)tan-' 2 - i(a-3a 5 ) 
= -^(jx-lx-fx j+C 


1 EJEMPLO 8. | Probar que: 

Js ~ 3 - - 1 


sec 3 .v dx - — sec x tan x + ^ln | sec x + tan jc | + C 


Solución 

Para esta integral, ILATE no funciona, ya que la única manera de expresar sec 3 x 
como producto de dos funciones de distanta clase es: sec 3 x = 1 • sec 3 x. 


dx = sec 3 x dx 



Esta sepación no nos lleva a ninguna parte. 


Cambiamos de táctica. Expresamos sec’x como el producto de dos factores de la 
misma clase, ambos trigonométricos: sec 3 x = sec x sec'x 


u — sec x 
du = sec x tan x dx 


jsec 3 . 


x dx — sec x tan x 


= sec x tan x + 


- j*secx tan 2 * dx = sec x tan x - jsec x(sec 2 x-l^c¿c 
jsec x dx - jsec 3 .v dx 

- jsec 3 * dx => 


= sec x tan .v + ln | sec x + tan x 1 + 























42 


Capítulo 1 La Integral Indefinida 



(EJEMPLO 10. | Probar que: 

1. J«“coste<fc = _^__ (isenfac + acosíw)+c 

2. Je“sen bx dx = ~ e ™ . 


2 -n* ( a sen bx - b eos bx) + C 

+ b 



J*“sen 6 *dx=-£^L + ÍL (J 

Reemplazando ( 2 ) en ( 1 ): 

- bx dx = ¿Si* - i [ - í^bx. + i_ fc A ] 

_ e^cos bx , b e^sen bx b 2 f „ 

h ^- 7 le eos bx dx => 

0 0 2 a 2 J 

f^cos bxdx + ^- feúcos bx dx = - COsfer + 

J a J a a 

+ |. j j> cos fa * = aéreos bx + b^senfa 
j£l±_ÍÍj |e“cos&*dx = l"(b«nfa ^acostx) 
fe“cos bx dx = -i- , £l>*»bx + a«»h) 

J a 2 + b 2 


(b sen bx + a eos 6x ) + C 


2. Similar a 1. 

































2 x - (n-2) Jtar 
* tan a: sec" 2 x - (n-2) J(sec 2 jc — I ) sec" " 2 x dx 
- tan * scc" ' 2 x - (n - 2) Jscc"x dx + (n-2) Lec n ‘ 2 
(/t-1) Jscc"x dx m tan x sec" ~ 2 x + (n-2) Jscc" " 2 x 


x dx => 



FORMULAS DE REDUCCION 

28. Jsen"x dx -- i cosx sen"*‘x + — Jsen' z x<Éc, n * 0 

29. Jcos"x dx = - sen x eos" ~ 1 x + -—- Jcos"" J x dx 

Í sec"x dx ■ —— tan x sec" ~ J x + -—- |sec“ * 2 x dx , n * \ 

n-1 n-1J 

31. ícosec"x dx =-— cotx cosec" " J x + -—- ícosec" * 2 x dx 

J n-1 n-1J 

32. Jx" sen bx dx * - eos bx + ^ Jx" ’ ‘eos bx 
t. fx" eos bx dx ■ — sen bx - — fx" ' ‘sen bx d 

J b b J 

t. fx"(lnx)"\£x - —— x* 4 ‘(Inx)"- fx" (tn x) m " 1 dx , 

J n+1 n + 1 J 

35. J(ln x) m tLv - X (In x) m - m J(ln x)" " ‘ dx 
~ Jx* -'e-'dx 


V“«fc - - lV‘ 
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rrjj^pLÓl^] Usando las fórmulas de reducción anteriores, hallar 


a. Jx 2 eos xdx 

b. jsec 4 xdx c. J cosec 5 a dx 

Solución 



a. Aplicamos la fórmula de reducción 33, para n = 2 y 6=1. Luego aplicamos la 
fórmula 32 para n = I y 6 = 1: 

Jx 2 cos xdx = x 2 sen a - 2 Ja sen * dx 

= .v 2 sen x - 2 (- a eos x + Jcos x dx ) 

= a' 2 sen a - 2 ( - a eos a + sen a ) + C 
= a 2 sen a + 2a eos a - 2sen a + C 

b. Aplicamos la fórmula 30 para el caso n = 4: 

j*4, 1 2.2|*2 j 

Isec a dx — — tan a seo a + - lsec“A dx 

J 3 3 J 

1 2 

= - tan a sec 2 A + - tan a + C 
3 3 

c. Aplicamos la fórmula 31 dos veces, para n = 5 y luego para n = 3. 
ícosec 5 A dx = - - cotAcosec 3 A + - fcosec 3 a dx 

J 4 4 J 

= ~ ~ cot a cosec 3 A + — r — cot a cosec a + — feosee a dx 1 
4 4 L 2 2 J J 

] 3 ^ 

= -- cot a cosec 3 A - - cot a cosec a + —In | cosec a - cot a | + C 


| EJEMPLO 13.1 Hallar a. 

í(ln a) i dx b. f A 3 e 2t ¿¿c 

Solución 

J J 


a. Aplicamos la fórmula 35 tres veces, para: m = 3 , m = 
| (In x) 3 dx = x(ln x) J - 3 J(ln *) 2 cfe 

= x(!n*) 3 - 3 [j: (In xf-2 Jln x cic ] 

= A(lnA) 3 - 3A(lnA) 2 + 6 fin a dx 



PROBLEMaTTI Hallar f— dx 

J VA 

Solución 

En primer lugar, hacemos un cambio de variable y integramos por partes. 

Sea z = yfx . Entonces a = z 2 y dx = 2zdz. Luego, 

Í cot~ l yfx , f cof‘z _ ,. , f _i . 

— -j =— dx = I -(2z dz) = 2 Jcot z dz 

Hallemos la última integral: 


Sea u = cot -, z y dv = dz. Entonces du = -- 


y v = z. Luego, 


jcot l z dz = zcot~'z - J— ——j ~ 

Reemplazando ( 2 ) en ( 1 ) y recordando que z = >fx : 


z cot z + - ln (1 + z‘) (2) 


cot J~x ^ = 2 [ z col l 2 + I ln ( 1 + z 2 ) 1 + c 
Va 2 

= 2\ f~x cot* V"a + ln(l+A) + C 
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/PROBLEMA 4.1 Probar las fórmulas de reducción 32, 33, 34, 35 y 36: 


32. 

jx n sen bx dx 

x n 

m ~ b 

eos ¿>x 

n f „ 
+ - \x n 

b J 

~ 'eos bx dx 

33. 

jx n eos bx dx 

X” L 

= — sen bx - 
b 

if'~ 

'sen bx dx 

34. 

jx"(ln x) m dx 

= — x n 
n +1 

+ 1 (ln x) 

«_ jn_ 

n + 1 

jj n (lni)“" 

35. 

J(ln xfdx = 

x (ln x) m 

- «jo 

ln x) m ~ 1 dx 

36. 

h ,dxmi a 

Ve** - 


l e ,LX dx 



Solución 

dv = sen bx dx. 

1 

v = - -eos bx. 
b 

jx" sen bxdx - - L. cmbx + » f.» - i cog bx cb¡ 



32. 


Capitulo 1 La Integral Indefinida 
33. Similar a 5. 
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34. 


K = (lnxf 
m (ln x) m ~ 1 


dv = x n dx 

« + 1 ' 


jc ' v -“ L rV' 

Í n + 1 
*”(llUt)"<fc I ( . X. m t . 

n + 1 Unx) — ——— I* (|n x ) ~ l dx 


35. Es la formula 34 con n * 0 

36. M = Jf a 

du = n x n_l dx 


dv* c «dx 
- »- - e"dx 


jx"e'“dx - ix* e “ . í 


PROBLEMAS PROPUESTOS 1.3 


fw los problemas del 1 al 42 hallar las integrales indicadas 
Rpta. x\og a x-x\og a e +C 


1. Jlog „xdx 

2. Jx 3 lnxd* 

f ,n (* 2 ) 

4. JVx ln x dx 

6 . J*|V + 1 j ln a dx 


Rpta. — x A ln x - — x* + C 
4 16 


/?p/a -2 — - -+C 
x x 


Rpta. -x^lnx- -x* 2 +C 

3 9 

Rpta. yfx ln x - lj~x + C 


Rpfa -x?lnx--x 3 -x + xlnx + C 

3 9 
















2| nlO’ V (2 In 10) 2 
Rpta. x sen x + eos x + C 



Rpta. I x 2 ^| n 2 i - +C 

Rpta. sen x [ ln (sen x ) -1] + C 

Rpta ^ [sen (ln x) + eos (ln x)] + C 

Rpta ix 3 tan‘‘x - ix 2 + ^ln (l + x 2 ) +C 
3 6 6'* 

34. Jsec-' VI dx xsec~'>/x - V x—1 +C 

35. Jx sen" 1 VI c¿x /?p/a 

^p/a —2VT-I sen" 1 (VIj + 2 VI + C 

Rpta —-[senx + (ln 3)cosxl + C 

!n 2 3 + 1 L V J 

^ +c 
Rpta -x 3 eos x + 3x 2 sen x + 6x eos x - 6sen x + C 

Rpta. —sen"'x - X + ^ yj \-x 2 +C 
3 9 

41. J(.v 2 -2x + 2)cos 2x dx Rpta -^(2x 2 -2x+2)sen 2x+^(x-l)cos 2x + C 

42. jj.v 2 -2x + 2}e x dx Rpta ^(2x 2 -6x + 7)e 2x +C 
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'da 


reducción. 

43. 

íx 2 e x/3 dx 

44. 

w 

f ln x , 

Jxs/l X 

45. 

J*cos 3 x dx 

46. 

Jsen 4 x dx 

47. 

j*cos 5 x dx 

48. 

jcosec 3 x dx 

». j 

|cosec 4 x dx 


sec 5 x dx 


" de 

Rpta. - 3e~ x/i (x 2 + 6x + 18) + C 
2 4 

Rpta. - ■== ' n *- 1 = + C 

V X v X 

_ 1 2 2 

— sen x eos x + — sen x + C 
3 3 

1 3 3 1 

Rpta. - -sen x eos x - -sen x eos x + r. Y + r 

4 8 8 c 

yj sen x (3 eos 4 x + 4 eos 2 x + 8) + C 

Rpta. - — cot x cosec x + — ln | cosec x - cot x | + c 

2 2 

1 ? 2 
- - cot x cosec x - Y cot * +C 


3 

1 3 3 

Rpta. — tanx sec 3 x+ - tan x sec x + -ln | secx + tanx( + C 
4 8 8 
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: 


KARt WEIERSTRASS 

( 1 . 815 - 1 . 897 ) 



ATí?r/ Wilheltn Theodor Weierstrass, conocido como el padre del a 
Moderno, nació en Oftenfelde, Bavaria, Alemania. Fue uno de los fundado™^ 1 * 
moderna teoría de funciones. Se dio la gran tarea de aritmetizar el Análisis ™* ^ 
desarrollar el Análisis basándose en el sistema de los números reales ^ 
importantes contribuciones a la teoría de series, finciones periódicas r i ^ 
variaciones, etc. ' lctll ° & 

Cuado tenía 19 años, su padre lo envió a la Universidad de Bonn para est,id- 
leyes y finanzas. Pasó cuatro años dedicado a la bebida, regresando a casa sin „,w 
titulo. En 1.841, la Academia de Munster le otorgó un certificado de profeJl 

Kmñfh™' "h 0 '* - qUeSe dedlCÓ durnnte 14 años - En 1-854, la Universidad de 

de u ll ñ C ° nfi Z U t 8 ? d0 h ° n0mrW de Doctor y en 1856 entró «Pnmpk 
distiiiouidn ° CeU e , e a Escne ^ a Rwl Politécnica de Berlín. Tuvo discípulos muy 
g os, como la rusa Sonya Kovalevsky, el sueco Mittag-Lcffler. 


acontecimientos paralelos 


Eyi j i 

Napoleón en la bli n^ , n . nci ° Weierstras, los ingleses derrotan definitivamente ■ 
cabo la gran ea,,. Waterlo °' Durante su niñez, Bolívar y San Martin llevaron» 

Texas se ¡nieJí. i *, " "’^P^dencia de los países <*■ a mí, úy > Hisntm. E» 1 *' 
símico. E„ T B6 n"r Míx,co ■ E " 1-raa Charles 


de América Hispana. 


(I í\ HIL f ÍL»< 

Goodyear descubre el eam’ 









Capítulo Z Otras Técnicas de Integración 





tema. Aún más, existen algunos textos dedicados entegramente a presentar problemas 
resueltos de integrales. Por otro lado, desde hace no muchos años, contamos con los 
Sistemas Algebraicos de Computación (SAC), los que calculan integrales en 
fracciones de segundo. Sin duda que esta nueva situación nos dice que no debemos 
poner mucho énfasis en el cálculo manual de las integrales. Nosotros hemos tomado un 
camino intermedio. Resolvemos, y pedimos resolver manualmente, una aceptable 
cantidad de problemas y , a la vez, pedimos al estudiante que use los SAC para avudarse 
en sus cálculos complicados y en la confección de gráficos. 


SECCION 2.1 

INTEGRALES DE PRODUCTOS TRIGONOMETRICOS 


de Unciones que son productos de 
ones trigonométricas. Consideramos tres tipos: 


TIPO 1. INTEGRALES de productos de senos y cosenos 
stas integrales se resuelven usando las siguientes identidades: 


a. sen a eos p = ifsen ( a + p) + sen (fl , _ ^ 

b. sen asen fi = j[cos(a-/3) - eos (a + /?)] 
eos a eos p - -[eos (a+/}) + cos ( a - /?)] 

Evaluar fsen 3*eos 2,* 

Solución ^ 


«n 3* eos 2r <&■ =1 
Luego, 


2 [sen (3* + 2 jr) + sen (3* _ 2jr )] = ifsen 5, + sen,] 


rr eos 5 j r - i 


10 


COS Af 4- C 
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l *K r «clft n 


TIPO 2. INTEGRALES DE LA FORMA J*scn' M A cos".v dx 
Se usan las siguientes identidades: 

I - eos 2 a 
2 

CASO I: n es impar (/i ■ 2A + I ). Se escribe la integral como: 

C m 2k +1 , j m 2 k , I /n 1 í 

Iscn x eos xdx - Iscn .veos .veos x dx = Isen a (eos a ) eos a d* 


f 


sen x (I - sen 2 a)* eos x dx 


Se efectúan las potencias y multiplicaciones. Luego hacemos la sustitución: 
u = sen .v, para la cual du = eos x dx 


1 EJEMPLO 2. | Evaluar |scn 2 A cos 5 a dx 

Solución 


Jsc 


Jsen 2 x cos s x dx = Jsen 2 A eos 4 a cosa dx = j*sen 2 A (cos 2 .v cosa dx 
= jsen 2 A (l-sen 2 Aj cosaíív 
= Jsen 2 A (l -2sen 2 A + sen 4 A )cosac¿c 
= Jsen 2 A eos x dx-2 Jsen 4 A cosa dx + jsen 6 A eos a dx 

- Jw 2 du - 2 Ju 4 ¿/m + J*m 6 í/m 


-I/ 5 + V + c 

5 7 


-sen 3 A-sen S A + —sen 7 A+ C 

3 5 7 


CASO 2: m es impar (m = 2A + 1). Escribimos la integral como: 
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x sec x scc x dx 
= |tan >2 x (1 + lan 2 x) sec 2 x dx 

r dx + Jtan 7/2 x scc 2 x dx 

fu^du* j>du = V 2 * 1*1^+c 

: -tan 52 x + —tan 9/2 x + C 
5 9 


Capítulo 2. Otras Técnicas 


59 


de Integración 

b. Jcot 3x cosec 4 3x dr = Jcot 3x cosec 2 3x cosec^x dx 

■ Jcot 3x (1 + cot 2 3x) cosec 2 3x dx 
“ J«*3x cosec 2 3xdx + Jcot 3 3x cosec 2 3x dx 
= -^ fudu - I U, = -I u 2 - — U 4 + C 

3 J 3 J 6 12 

= -7«* 2 3* - 7-cot 4 3x + C 
o 12 


CASO 2. m es impar (m = 2k + 1). 

Para la primera integral se hace la transformación: 
tan 24 + 'x sec"x = tan 24 x sen" _1 secutan x secx) 

= (tan 2 xj sec" “‘x (tan x sec x) 

= (sec 2 x-l) sec” "'x (tan x secx) 

Se efectúan las potencias y multiplicaciones. Luego se hace el ambio de variable 
u = sec x, para la cual du = tan x scc x dr. 

Para la segunda integral se hace la transformación: 
cot 24+, x cosec"x = cot 24 x cosec" ” ! x (cotx cosecx ) 

= ( cot 2 x) cosec* - *x (cotx cosecx) 

= (co sec 2 x-l J* cosec* -, x (cotx cosecx) 

Se efectúan las potencias, multiplicaciones. Luego se hace la sustitución 
u - cosec x, para la cual dx - - cot x cosec x dx 

I EJEMPLO 6.1 Evaluar |coC 3 x cosecf w x dx 


Solución 
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Jcot 3 x cose C~ xa x dx “ Jcot 1 * coscc ,a x (cot x cosec x) dx 
= J(cosec 2 x - 1 ) cosec~ 3/2 x (cot x cosec x dx) 

= Jcosec 1 2 x (cot x cosec x dx) - j cosec“ 3/2 x (cot x cosec x dx) 


- Ju 1 2 du + Ju ~ 3 2 i 


2 du - | w 3/2 _ 2tT'/ 2 +C 


“-—cosec 3 2 x - 2cosec 1 2 * + C 
3 


CASO 3. m par y// impar 

Mediantes las identidades g. y h. la integral dada se transforma en integrales de 
potencias de secante o cosecante, las que se resuelven mediante las fórmulas de 
reducción tratadas en el capítulo anterior. 

I EJEMPLO 7.1 Evaluar Jtan 2 x sec 3 x dx 

Solución 

/tan 2 * sec 3 x dx = J(sec 2 * -1) sec 3 * dx = Jsec 5 * dx - Jsec 3 * dx 
= — tan x sec 3 * + — [sec 3 * dx - [sec 3 * dx 

L 4 4 J J J 

x - — [sec 3 * dx 

4 J 

ífi f 

- -tanxsecx+- lsec*< 

4 L 2 2 J 


1 3 

= — tan * sec * - 
4 

1 3 

= — tan * sec * - 
4 


= — tan * sec 3 * - - tan * sec * - - In I sec * + tan * I + C 
4 8 8 1 


PROBLEMAS RESUELTOS 2.1 

[ PKOBLEMA I.] Evaluar Jsen* sen 2* sen 3* dx 

Solución 
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2 [cos(x 2x) - eos (x + 2x)] sen 3x (identidad b) 


(eos (-* ) = eos x ) 


2 [ eos (- x) - eos 3*] sen 3* 

1 _ 

: “Icos * - eos 3x ] sen 3x 
2 Se ° C ° S X ~ 2 560 °° s 

■■ ilsenOx+xj + SCTOr-x)]-!^^^,!, (i()CTLa) 


- ^sen4*-fisen 2x - -^sen 6x 


(ident. ángulo doble) 


Luego, 

Jsen* sen 2 x sen 3* dx =1 Jsen 4x dx Jsen 2 x dx - i Jsen 6 x dx 


= _ -L eos 4* - ^cos + —cos6x + C 
16 8 24 


PROBLEMAS PROPUESTOS 2.1 


En los problemas del 1 al 24 evaluar la integral indefinida dada, 

1. Jsen 2* sen 5* dx 

2 . Jcos 5* sen 3* dx 

, f * 3* , 

3. Isen —eos — dx 

J 4 4 

4. Jcos 2x eos 3* dx 

5. Jcos * eos 2x eos 3* dx 

6. Jsen 4 * eos 3 * dx 

7. Jsen 3 x cos 4 x dx 

8. Jsen 2 xcos 2 xdx 


Rpta - sen 3* - — sen 7x + C 
6 14 

Rpta. - — eos 8* + -eos 2x + C 
16 4 

_ * 1 „ 

Rpta eos-cosx + C 

2 2 

Rpta. — sen 5x + - sen x + C 
10 2 

Rpta - + - sen 2x + — sen 4x + — sen 6x + C 
4 8 16 24 

Rpta ^ sen 5 * - ^ sen 7 x + C 

Rpta. ——cos 5 x + —cos 7 x +C 
5 7 


Rpta -sen 4x + C 

8 32 






















En esta sección integraremos expresiones que contienen los radicales 



l 

!t 

1 

a 

ó V x 2 + a 2 

EXPRESION 

SUSTITUCION 

RESULTADO 

1.' 

Jt = asen 0 

\j a 2 - x 1 = a eos 9 

2. 

x = a sec 0 

\l x 2 -a 2 « a tan 0 

j. ^í?77, 

x = a tan 9 

\¡x 2 + a 2 m asee 9 


En estas sustitucione 9 toma valores en el dominio de la función trigonométrica 
inversa correspondiente. 
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I EJEMPLO l.| Evaluar 


f— ‘ü- 

J<4 - *n 


Solución 

Sea x = 2 sen 0. Entonces dx-2 eos 0d6 y 

(4 - x 2 ) 3/2 = (4 - 4sen 2 0) 3/2 = 4 3/2 ( 1 - sarfl)* ‘ = 8 (co¿of = 8 eos 1 0 
Luego, 

? dd - -tan 9 + C 

4 —^ 

Ahora expresamos tan 0 en términos de x. Del cambio de variable x = 2sen 0 
obtenemos sen 0 = x/2. Construimos el triángulo rectángulo adjunto. 


[ dx _ 1 

72 eos 0 dO _ 1 1 

L_L_ d * = I 

)(4-x 2 ) 3/2 J 

1 8 cos 3 0 4 J 

I cos 2 0 4 


já 


tan 0 = - 


-, y, por lo tanto. 


f_*— = .* + c 

J(4-.x ! ) ,/! 4x/T7? 


I EJEMPLO 2.1 Evaluar [ , x dx 

- i-ÍT^Ü, 

Solución 

Sea x =-4 sec 6. Entonces dx = 4 sec 0 tan 9d0 y 


Vx 2 -16 = V 16 sec : 0-l6 = 4 >/ sec 2 0-l = 4 tan # 0 
Luego, teniendo en cuenta la fórmula 25, 

f ¿ dx = f 16 sec Ig¿ 4 sec S ran $ d6) = 16 ísec 5 0 i6 

J J x 2 -16 J 4 tan 0 J 


0 tan 0 + -^ ln i sec 0 + tan 0 | "j + C 


= 16[i«c- 

= 8 sec 0 tan 0+ 8 ln j sec 0+ tan 01 + C 


V* 1 - 16 


Jx~\\l x 2 - 16 C1 | x >/ x 2 - 16 ( ^ ^ 
: 8 |-|-t-+ ^ + -J- | +C 

+ C 


4j" 


1 n TT 0 . I x >/ x 2 -16 i 

= — xv x -16 + 8 In 1 — + - 
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4 a 2 scc 2 0 - a 2 * a 4 scc 2 0 - 1 = a 4 tan 2 0 = a tan 0 

Luego, teniente en cuenta las fórmulas 16 y 25 de las lista de integrales básicas, 
JV u z - a 2 du = ja tan 8 (a sec 0 tan 0 d 0) = a 2 jtan 2 0 sec 0 dO 

= a 2 j*(sec 2 0-l) sec 0 d0 - a 2 ^scc 3 0 d0 - a 2 jsec 6 dd 

= a 2 [ sec 0tan 0 + ^ ln | sec 0 + tan 0 - a 2 ln | sec 0 + tan 0 | + C» 

2 _2 

= — sec 8 tan 6 —— ln | sec 8 + tan 0 | ♦ C t 

2 a a 2 j a a | 

1 -a> >/ m 2 -a 2 -~ln | W “ 2 “ a2 ) | 

=Ü^TV-^InL ° 2 -- 1 


....... , u‘ - a* 1 —— ln— + C, 

2 l 1 2 a 


= — V u 2 - a 2 - — ln I u + >/ u 2 - a* I + C (C-— ln — + C) ) 

2 2 I l 2 a 

39. Se procede como en b, haciendo el cambio u = a tan 9. 

40. Sea u = a sen 8. Entonces du = a eos 8dd y >/ a* - u‘ = a eos 0 Luego, 

f^ZZ rfM = fi£2L£ acose ¿^ a 

J w Ja sen 0 J sen 0 J 


- sen 2 0 
sen 8 


dQ 


= a j(cosec 0-sen 8)d0 = a ln | cosec 0-cot 6 \ + a eos 0 + C 

4 a 2 -u 2 


I a 4 a 2 -u 2 
= a ln — 




: a ln 


u M 

a-\/ a 2 -m 2 


+ a- 


4 a 2 -u 1 


= 4 a 2 -u 2 - a ln 


/ i 


+ C 


+ C 


+ C 































































Capitulo 2. Otras Técnicas d e I n t e 


'« rí »Cl6 n 


66 



Solución 

Completamos cuadrados, 


JV(*-i) 2 


+ 2 2 dx 


í/7^5* = 

Haciendo el cambio de variable u = x -1 y aplicando la fórmula 39: 

_ 2 2 i i _ 

JvV-2*+5 dx = JV u 2 +f du = ~vw 2 +2 2 + — In I w + v t/ 2 + 


+ C 


= -^-yj ( JC_ l) 2 + 2 2 + 2 In | (jc-1) + y¡ (x-\) 2 +4^ + C 

= lllyl x 2 -2x + 5 + 2 ln |x-1 + >/a: 2 -2jc + 5 I +C 
2 


I EJEMPLO 6.1 Hallar f-— 

J ac( 4 — ln 2 jc) 

Solución 

Sea u - ln x. Entonces x = e u y dx = e u du. Luego, 
[—* _ = f ¿‘du _ f du 

Jx( 4 -ln ! x) Je"( 4 -u 2 ) J 2 1 - u 2 


= i ln 1 Ü±1 I + C = 1 ln 

4 lu-2 C I ln 


ln x + 2 
ln jc-2 


+ C 
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PROBLEMAS RESUELTOS 2.2 


ÜZ 3 . + c 

u + a I 


[PROBLEMA 1.1 Probar las fórmulas 41 y 42. 

41. (“_*!_ = - ln | lü | + C 42. Í—Y | 

J a 1 -u 1 2a | « - fl | J« ~ a la 

Solución 

41. Sea u = a sen 9. Entonces du = a eos 6 dO y 

a 2 -u 2 = a 2 - a 2 sen 2 0 = fl 2 (l - sen 2 0)= a 2 cos 2 0 

Luego, 

|sec 6 dO 


f d- _ | 

r« eos é? _ _1_ 1 

ta¬ 

ce 

H 

1- 

JW J 

| a 2 cos 2 0 n J 

| eos 0 a J 


= — ln I sec 0 + tan 0 1 + C 


= — ln 


■ ib. 


4a 


= —ln 


f du f du 1 , 

Ju 2 -a 2 Jfl 2 ~n 2 ”* 2a 


-Ja 2 - u 2 


+ C 


1 a + u 


—ln 1 
2a | 

a + u 1 

1 a-u 

1 + C = 

a-u 1 

1 a + u 1 

+ C= = 

—ln 1 

2a I 

ehl\ 

1 a-u | 


1 C2 + U 1 


PROBLEMAS PROPUESTOS 2.2 


Eli los problemas del 1 al 12 evaluar la integral especificada. 


F 
K 


x + 4 dx 

j-j——■— 

| x 2 + 6x + 8 


Rpta. 2 sen 




+C 


Rpta. x 2 +4 + 2 ln (x+ y¡ x 2 +4 ) + C 


D . 1 i I x + 2 

Rpta. — In- 


2 x + 4 


+ C 
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Jzí? 


■•fcá 

k 

r x \* 

9 J(I6-Í 2 ) 


+2r 

) 3 ' 

.2// 


10 . 


) 


Rpta. 


HAl 




+ c 


Rpta. 


— í-y/9-x ¿ + C 


Rpta. jln 




+ C 




Rpta. 


2s[x*+2 

X 

5 V 5-a: 2 


+ C 


+ C 


Apto. r X — ~ sen_l T + C 
V16-X * 


Rpta.^x 2 - 16- 8 In | x + yfx 2 -\6 | +c 


In I a- +2 + V x 2 + 4x + 5 | + c 

at-2 


Rpta. 


W 4>t-at : 


+ C 


sen “ 


-i f x + 1 


Rpta. In | jr + 2 + V 4x + x 2 | + C 
Rpta. >¡x 2 +9 + 2In ^x + yj x 2 +9 J + C 


r A 

Jy/x 2 +4x + 5' 
í á* 

12 ' J(4x-x 2 ) 3 Z 

r dx 

,3- Jv24-2x-x 2 ' 

,4. f * 

is. t*+L* 

Jy¡ x 2 +9 

16. f-,_ 

■’(4x J -24jt+27) ' 9 7 4x 2 -24x + 27 

* 7 ' ITT—* R P ,a 2jt "3 + ln|jc + l + V* 2 +2x-3 l + C 
J Vx 2 + 2x-3 I I 

18 ÍTW Rp ' a f sen "'U-l)-^(^-l)V 2x-jr 2 - 2 n/ 2x-* 2 +C 

J V u 2 ± a 2 


„ 1 
/?pto — 


jc-3 


+ C 


19. Probar la formula 4 


■ 2 ±a 2 
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SECCION 2.3 

INTEGRALES HIPERBOLICAS 


Las técnicas de integración de las funciones hiperbólicas son las denvadas 

de las funciones trigonométricas. Esto se debe a que las¡identidad*; y sólo 

de ambas funciones tienen la misma forma, diferenciándose, en algún ’ mos 

en signo. Debido a este resultado, los caminos son ya conocidos. oro batnos 
nuestro último grupo de integrales básicas. En los problemas resueltos p 
algunas de estas fórmulas. 

INTEGRALES BASICAS. TABLA V. 

44. jsenh u du = cosh u + C 45. Jcosh u du = senh u + C 

46. Jsech 2 */ du = tanh u + C 47. Jcosech 2 u du =- cotanh u + C 

48. jsech u tanh u du-- sech u + C 

49. ^cosech u cotanh u du — — cosech u + C 

50. Jtanh u du = In cosh u + C 51. Jcoth u du = In | seoh «l+C 

52. Jsech u du = tan' 1 (senh u) + C — 2 tan e“ + C 

53. Jcosech«du= iln| | + C= ,n 1811,1 j + C 

54 . f du = senh"" - + C - InL + s/^To 2 ! + C 

J JV77 a V ' 

55. f - - cosh -1 — + C = lní« + >/ «* - fl" 1 + C 

Jx/7^7 a v 1 

56. f-isech-W 

J U y[7-V 


, ^ 1 , a+ >/ a 2 - i 

+ C = — In -¡—;— 


+ C 


__ f du 1 . _i |« | . ^ 1. a + V a 1 + ii 2 

57. I—===== =-cosech ! — L +C =-In -¡— - + C 

J M Va 2 + fl a M 
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POBMl-tASDEREDl.CC.ON 

n - \ u - fscnh" " 2 m du , m * o 

f . au- icosh usenb „ J 

L |se nh udl n | f _ 2 

J *-i +-- Icosh u du , n * o 

Í - n , - J. sentí ucosh „ J 

cosh u du fí 

l .a - 1 »» + fía n h ” ’ dtt » 

i* „ __ i-tanh " I 

60. Jtanh u du n _\ 

t . , _ J-cCh"-'» + "*1 

él . Icoth «</" "„_1 J 

1 h n - 2., + ——- fscch"” J « du , n * l 

f „ - J— tanh ii sech « T . I 

62. jsech w * " ¡“J * " ,J 

f , - J_ c«. u cosec" * 2 « " Í COSeC "^" d " • * * 1 

63. I cosec «du /i I J 


58. 


fUMPLÓT] Hallar: - - 

- . r~ C |V 2-x~ -v 2 + x ¿ 

a j cos Jj * b. jx senh x dx c. J- 




dx 


Solución 


dx 


a. Sea u = J~x . Entonces du = —7= y 

2v x 

Jcoshj-* dx =2 jcosh ^[^j= j = 2 J cosh M du = 2senh u ' 

= 2 senh yfx + C 

b. Procemos a integrar por partes. u = x dv = senh x dx. 

du = dx «-— v = cosh x. 


J v senh x dx -xcoshx - Jcoshxdx = xcoshx - senhx + C 

c . ff . 

J JZ7 \T^h^ 

= UE? j r \Í2+? 

)7T77ÍT? 


dx 




Capitulo 2. Otras Técnicas de Integración 


¡7u7 dx '^'Ti^ ;dJ 

—-fe)-“""fe) 


IEJEMPLOTI Hallar a. J 
Solución 

a. usándola la fórmula 61: 

= - tanh x sech x 


|sech 3 x dx 


. ^tanh 4 x dx 


usanuu ia • - 

Jsech 3 x dx = i tanh X sech x + i jsechx áx 


= Itanh x sech x + tan 1 ( senh x ) + C 
2 


b. Usando la fórmula 59 dos veces: . 

jtanh 4 x dx =- feanh^x + jtantrx *- ^nh 5 x -tanhx + j* 


= - Itanh 3 a - tanh x + x + C 
3 


Para integrar produnctos de potencias, como: 


I senh mx cosh nx dx 


, Jsenh m x cosh^x dx , Ji 


*ACOsh n Adx, |tanh m x sech"x dx,etc. 


se siguen exactamente los mismospasos ^STla 

trigonométricas, presentados en la sección 2.1. Por supuest , 
trigonométrica por la correspondiente identidad hipebolica. 


I EJEMPLO n Hallar 
Solución 


Jcoth 2 


’ a cosech 4 x dx 


Jcoth 2 a cosech 4 x dx = Jcoth 2 a (cosech*xXcosech a) dx 

= Jcoth 2 x (coth 2 A - lXcosech 2 A) dx 


= - lcoth 4 x (-cosech 2 A dx) + lcoth 2 A (-cosech 2 a tix) 







































f_*_= í- 

J(x-\)y[]+2x-x 2 J u 


¡W-* 


1 , >Í2 + V \ + 2x-x 2 

--p=ln-¡-¡-+ C 

yÍ2 U-l 


PROBLEMAS RESUELTOS 2.3 


[PROBLEMA l.| Hallar a. í- 

Js 

Solución 


h. í— 

J tanh x -1 

a - Í— 7T~~ -* f- < ^ c/cos h 2 x fsech 2 x¿£c f du , 4 

J “ nh x+cosh * = Jr^ (H=tenhí) 


cosh 2 x cosh 2 * 


* tan u +C = 


ton" (tanh x) + C 
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■fcrbr í 


(tanhx + 1 )dx 


f 


'(tanh x + 1) 

tanh 2 x- 1 


(tanh x - lXtanhx + 1) 

Í (tanhx + 1 )dx f tanhx dx _ f dx__ 

sech 2 x J sech 2 x Jsech x 

i 


■i 


tanh x cosh x 
senh x cosh x 


dx - 


cosh 2 x dx 

senhx coshx + 


1 H 


= -—senh 2 x - -senhx coshx - —x + C 
2 2 2 


1 PROBLEMÁT71 Hallar 


f_*_ 

J(«*+«-* ) 2 


Solución 


f * -«r_ í _*=1 ir_?—'r* 

J(e« +e -«) 2 4 J( e ' +e -‘l J 4 ^ e ’ +e "' ) 


■il 


sech 2 xd!x= — tanh x + C 


IPROBLEMÁT1 Probar la fórmula 56: 




+ C 



+ c 


Solución 

Como el dominio de sech" 1 es positivo y u puede ser positivo o negativo, 
consideramos 2 casos: 


Caso 1: 0 < u <a. 

Sea w - — . Entonces u = aw, du- a chv. 
a 


f du _ | 

f a dw _ 1 1 

P dw 

* wj a 2 - u 2 J 

awy¡ a 2 - (aw) 2 a • 

' wy¡ 1 - w 2 


- - -sech _, w + C 
a 


(teorema del C. Diferencial) 
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1+ +C (teor. 4.5, parte 5, C. Diferei 



; nc¡a|) 


„ a <u<0. Se tiene que 

Caso 2. w 
Sea w =-u.Bnmccs dw 





( caso 1 ) 


i WZIEZ + c= _i,„£±^Z +c 

i .. i ?/ 


[problema 471 Probar la fórmula 52: 


Jsech u du = tan _, (senhw ) +C = 2 tan 'e u +C 

Solución 

Aquí tenemos 2 igualdades, las que probaremos separadamente: 

a. jsech u du = tan -1 (senh u) +C b. J*sech u du —2 tan +C 

a. jsech udu = L*- = j cosh "-^ = jf£?ÜÜ*í = f_Í!L (w = senh U ) 

J Jcoshw J cosh 2 « Jl+senh“« Jl + u' 

= tan _1 w+C= tan -1 (senh u) + C 

b. Derivamos el resultado para obtener el integrando: 


D w (2tan' l e u ) = 2- 


\ + e 21 




PROBLEMAS PROPUESTOS 2.3 


En los problemas del I al 21 evaluar la integraI dada. 
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^ j senh (ln x) ^ 

f senh * dx 

J cosh 1 * 

Í senh x , 

- T~ dx 

1 +senh x 


f—:*— 

J senh x cosh x 

5 f ^ 

J senh x cosh 2 x 

fsech>/x tanh yfx 

6 ■ J- Ts 

7. jx cosh x dx 

8. je x cosh x dx 

9. jsenh 2 


dx 


h 


x cosh 2 x dx 
dx 


senh 2 x cosh 2 x 
11. jsenh 3 x dx 

coth 5 x dx 


senh 2 x cosh 3 x dx 

cosh x , 

- dx 


1 3 . Js 

14. [- 
J(l + senhx)‘ 

15 . ft±S5!!£* 

J senh 2x 

.7. 

Jsenhx cc 

18. f_* 

JW9+x 4 


coshx 


Rpta. cosh (ln x) + C 
Rpta. --^sech 2 x + C 
Rpta. - sech x + C 



Rpta ln| tan x | + C 
Rpta. ln| tan ^ | + sech x + C 
Rpta. - 2sech yfx + C 


Rpta. x senh x - cosh x + C 

Rpta. — e 2x + ]-x + C 
4 2 

flpfa.-|+ ^sech4x + C 
Rpta. - 2coth 2x + C 


^cosh 3 x - coshx + C 

coth 4 x coth 2 x + ln| senh x\+C 
4 2 

Rpta. —senh 3 x + —senh 5 x + C 
3 5 


Rpta. - 


1 


1 + senhx 


- + C 


Rpta. —ln | tanh x |+ — tanhx + C 


Rpta. ln | senh x | + C 

Rpta. 2tan~‘e*+ 2 ln | tan (x/2) | 

Rpta. -^cosech -1 (x 2 / 3 ) + C 


+ C 
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8rj 'ci6 tl 



r . -isech-'(3x 2 /2) + C 


W a 4 
Rpta. -sech~ l (e*) + C 


- -_íl~«n+« 


**■ "76 cosech l"73 J +c 


Uua i • 

— tanh"'(w/ a) + C 

I u 1 < a , 

II 1 tf+u 

PVi 

a 

+ 

ü 

13 

Ja 2 -" 2 

—coth _l (w/ o) + C, 

. a 

\u\ > a 


SECCION 2.4 

INTEGRACION POR FRACCIONES PARCIALES 
CASOS I Y II 


Recordemos que una función racional es una función que es cociente de dos 
polinomios. Esto es, 

d( x \ = íífl donde /te) y Q(x ) son dos polinomios. 

flCr) 

La técnica para integrar que aquí explicamos, consiste en descomponer 

Q(x) 


—en una suma de funciones racionales más simples, cuyas integrales son fáciles 

Q(x) 

de encontrar. Estas funciones racionales más simples son llamadas fracciones 
parciales o fracciones simples. Estas se obtienen a partir de los factores del 
denominador Q(x). Un resultado teórico dice que el polinomio Q(x ) siempre puede 
expresarse como un producto de factores lineales o factores cuadráticos irreductibles 
(que ya no se pueden factorizar). Es decir, factores de la forma: 

ax + b 6 ax 1 + bx + c 


El proceso de descomposición se inicia con dos pasos previos: 

Paso 1. Se verifica que la función racional sea una fracción propia. Es decir, 

as{"w divíü!> pr 8 \ ad0 del numera£ ^ or es menor que el del. denominador. Si no es 
así, se div.de />(,) entre g« para obtener: 
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donde P\(x) es un polinomio y es una función racional propia. 

p 

caso, la descomposición recae sobre - — - 


Paso 2: Se factonza el denominador Q(x ), en factores de la forma 
(ax + b) n y de la forma (ax 2 + bx + c) , 
donde ax 2 + bx + c es irreductible. 


Según Q(x) tenga o no factores cuadráticos y según los exponentes n y 
sean 1 ó mayores que l, se presentan cuatro casos. En esta sección n 
ocuparemos de dos primeros, dejando los otros dos para ser tratados 


CASO I . FACTORES LINEALES DISTINTOS 
Todos los factores del denominador son lineales y ninguno se repite. Es decir, 
Q(x) = (a.x + ó,)(« 2 * + b 2 ) ••• (a k x + b k ) 


En este caso, escribimos 

PM = A + di , + . . . + di —, 

Q(x) «,x+b, a 2 x + bj a k x* b k 

donde A ,, A 2 , ... y A k son constantes por determinar. 


Í 6a- 2 + 1 Ijc - 12 , 

—:-=- dx 

x-x z -6x 

Solución 

Esta fracción es propia. Descomponemos la función racional en fracciones 
parciales. Factorizamos el denominador: 

Q(x) = x 3 - x 2 - 6x = x(x - 3X* + 2) 

Todos los factores son lineales y ninguno se repite. Luego, 

6x 2 + \\x-\2 = 6x 2 + \\x - 12 = _B_ + _C_ (\)^ 

x 3 - x 2 - 6x x(x-3)(x + 2) x x-3 x + 2' 

donde A, B y C son constantes que debemos hallar. 

Multiplicando la identidad anterior por jc(jc - 3X* + 2), obtenemos 

6.t 2 + llx-12 = A(x - 3)(x+ 2) + Bx(x + 2) + Cx(x - 3) (2 Y'' 

Para hallar las costantes A. B y C, a partir de la igualdad (2), contamos con dos 
métodos. Con el próposito de que el estudiante conozca a ambos, el presente ejemplo 
lo resolvemos por ámbos métodos. 





























7 8 

Método I. 


i,c ‘ón 


- la mualdad (2) se cumple para todo valor de x, podemos 
Puesto que la j g ^ vana blc. que den como resultado ecuaciones Sl : n f r 

mipieg 


valores „ c As(> 

en términos de A. ts > 

c¡, « 0 entonces (2) se convierte en 

6(0) 2 + 11(0) - 12 = /í(0-3)(0 + 2) 

<, , = 3 entonces (2) se convierte en 

6(i) 2 + ,,(3) - 12 = 5(3)(3+ 2) = 

Sí t = _ 2 , entonces (2) se convierte en 

6( _2) j +II(- 2) - 12 = a-2X-2 - 3) 


> A = 2 

B = 5 


C = -l 


En resumen. 


zí = 2, B = 5 y C =-1 


Método 2 

Efectuamos las operaciones indicadas a la derecha de la igualdad (2) y 
factorizamos las potencias de x: 

6x 2 + llx - 12 = Ax 2 - Ax - 6A+ Bx 2 + 2 Bx + Cx 2 - 3Cx 

= (A+B + C)x 2 + (-A + 2B-3C)x - 6 A 

Como la igualdad anterior es una igualdad de polinomios, el coeficiente de 
cada potencia de x del miembro de la derecha debe ser igual al coeficiente de la 
potencia de.v correspondiente en el miembro de la izquierda. En consecuencia: 

A+B+C=6 
-A + 2B-3C=\\ 

-6A = - 12 

Resolvemos este sistema. De la última ecuación se obtenemos A = 2. 
Reemplazando este valor de/í en las otras dos ecuaciones se obtiene: 

B + C= 4 
2fl-3C= 13 

De donde se tiene B = 5 y C=-l. 

encontrad Umen » Se tÍene qUC ' ^ = ^ y C = -1, que son los mismos valores 
encontrados anteriormente con el método 1. 

al proW^aInicialdeUüculo'de^a'in^gral^' ® yCya determÍnadoS regreSam ° S 


Reemplazamos los valores A = 2, B = 5 


y C 1 en la identidad (1): 


Luego, 
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CASO II: FACTORES LINEALES REPETIDOS 


Todos los factores del denominador son lineales y algunos se repiten. Es decir, 
Q(x) tiene algunos factores de la forma 

(ax + b) n % con n > 1 

En este caso por cada factor (ax + b) n se suman las n fracciones parciales 
siguientes: 

A. Af . A- 

ox + b (ox + b ) 2 (ax + b) m 


| EJEMPLO 2.| Hallar í — l0 * * - dx 

J 4.r J - 4* 1 + x 

Solución 

Se tiene que: 4x 3 - 4x 2 + x = x(2x -1 ) 2 
Luego, 

1 lx 2 - 10x + 3 = 1 lx 2 -10x + 3 A, B + C 
4x 3 -4x 2 +x x(2x-l) 2 2x-l (2x-l) 2 

Multiplicando por x(2x-l) 2 , 


llx 2 - 10x + 3 = A(2x- 1) 2 + Bx( lx- 1) + Cx (1) 

Sien (1) hacemos x = 0, obtenemos 

3 = /<(-l) 2 => A = 3 
Sien (1) hacemos x=l/2, obtenemos: 

ll(l/2 ) 2 -10(l/2) +3 - c(l/2) C- 3/2 

Ya se terminan los valores de x que anulan algunos sumandos de (l); pero 
podemos elegir otros valores que nos proporcionen ecuaciones sencillas. Asi. st x = 1 
obtenemos, 

11-10 + 3 bs j4+£ + C => 4 + £ + C = 4 
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HO 


Reernpl 
ohtenemos 




En rcsuniCT. icnemm <l ,,c 

En consecuencia, 

i jx 2 - ¡O** 3 

4x J - 4x 2 +x 


A-3. 

h-- j y c ~ 

3 

-1/2 + 3/2 

m í + 
X 

Zr-I (2a-l)’ 

,[dx 

I f A- ♦ 2 f 

'r 

2 J2x - 1 2 J( 




lU/ nodo en «<a ccuncAn lo, valore, encomio, rf - 3 y C . 


3ln , x| - -h|2r-l| 
lar»! 3 


+ c 


3/2. 


___ fx 3 * 1 . 

[EJEMPLO^] Hallar |j 4 


Solución 

La funcional racional es propia. Además, tenemos que 
* 4 - X 3 - ¿(x-l) 

Luego, 

x 3 * 1 x 3 +1 _ A t . B f C t D 

X 4 - X 3 x 3 (x-l) X X 2 x 3 Xj-\ 

Multiplicando por x 3 (x-l) 

x* + 1 = /íx 2 (x - 1 ) + Bx(x- IJ+Cíx-O + Dx 3 

Efectuamos los productos indicados en la derecha de igualdad y factorízamos: 
x 3 + 1 * Ax 3 - Ax 2 + Bx 2 - Bx + Cx - C + £)fc 3 

- W + V + (-A + B)x 2 + (-B + C)x-C (1) 

f I polinomio x ♦ 1 no tiene término en x 2 ni en x. Esto significa que esti 
potencias tienen coeficiente 0. Es decir, x 3 + 1 - x 3 + Qx 2 + Ox + 1 
En consecuencia. (I) puede escribirse así: 

* Ox 2 *► 0x+l« 4 + + (-b + Qx-C 

Igualando ios coeficientes; 



r ¿pitulo 2. (Jtrm* Técnu— d» Intajjrat 


A * f) m \ 
-A + B- 0 
-B + C -o 
- C- l 


Resolviendo este sistema encontramos que. 

/i--1, JB--1, C--1 y L>-2 


En consecuencia, 





U 1 

. zi , 2Í 

. i! + _2_ 

-x 3 

X X 2 

x 3 X-l 

fdx 

fdx | 

r * + 2 f A 

JT 

Jx 2 J 

Ix 3 2 jx-, 


- - ln | x | ♦ — + —- + 2bi x - l + C 

X 2x* 


* ln 


íx-1) 2 

1*1 


l _1_ 
x 2X 2 


C 


PROBLEMAS PROPUESTOS 2.4 


Hallar las siguientes integrales indefinidas: 

, * 


| x - 4 


f ** ' 

J 4x 2 - 9 

Jl- 4x 2 

». L^— 

J x 2 - 5x + 6 

f * 

Jx 2 + 7* + 6 

C i— 

7- f-- . . (o #6) 

J ix + a)(x •¥ b) 


Rpta - ln -—— + C 

^ 4 | x + 2 I 


„ 1,| 2x- 3 

*“■ ü ln | iTTí 


O I J 2x + l 

Rpta -ln - 

^ 4 I 2x-l 


Rpta ln 


x-3 

x-2 


Rpta ilnj 1 + C 

Rpta. — ln I ——- | + C 

17 | 2x + 5 1 

Rpta. -Llnl^l+C 
a-b |x+a 
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1 «*• ItU 


Rpta j ln | (x + 1 )(-t - 4 ) 4 l -f. c 
Rpta. - * ln | 2/ - I | + 2ln | / j 


ln 



+ C 



| 0-2) J | 

/to/tf. x + — ln -—- + C 
2 | x + 3 I 

n I } I 2 +2 I 

Rpta. -~z - 4z + 4ln -- + q 

3 z-2 


/?pto. 2x + ln 


(2i +1) 9 2 (2*-1) 


7 2 


+ C 


Rpta. In I x - 2 I-+ C 

x-2 


Rpta. — + — ln 

y 2 

Rpta. —+ ln 
/ + ! 


Rpta ln | x - I | - 


Rpta -+ | n 

2-1 


y-\ 

y+\ 

t 

7+í 

3 


+ c 

+ c 


2-1 2 ( 2-1 y 

(*-D 2 


+ c 


/?/>/« ln 


£ + 2 
i +1 


2 + 1 
2 

’ 2 + 2 


+ C 

+ C 


fy/a. ln 


(y + 1) 2 I 


I 


y y+i 


+ c 
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25. 


Rpta ln| (J | 

26. 

Í7^P 

Rpta —— + — ln' 

2e" 4 

27. 

f ^-r^dx 

J x 2 - 2 

Rpta x 2 + ln 1 


1 +< 


1 -2 


+ C 


t-J~2 \ 


, + c 


SECCION 2.5 

INTEGRACION POR FRACCIONES PARCIALES 

C ASOS III Y IV _ 

CASO III : FACTORES CUADRATICOS DISTINTOS 

El denominador Q(x) tiene factores cuadráticos ax z + bx + c irreductibles, pero 
ninguno se repite; es decir, cada factor aparece con exponente n - 1 

Por cada factor ax 2 + bx + c se suma una fracción parcial de la forma 
.4jc+ B 
ax 1 +bx + c 

I EJEMPLO l.| Hallar f 3 f dx 

- J X + X ¿ + X 

Solución 

La función racional es propia. Además, tenemos que 

X 3 + x 2 + X = X (x 2 + X + l) 

Luego, 

3x 2 - x-5 _ 3x 2 -x-S = + Bx + C 

x 3 + x 2 + x x(x 2 +x + l) x x 2 +x + l 

Multiplicando por x(x 2 +x+l\ 

3x 2 - x - 5 « A (x 2 + x + 1) + xffix + C) 

Efectuamos las multiplicaciones indicadas y factorizando: 

3x 2 - x - 5 * ,4x 2 + .4 jt + J+ Bx' + Cx 


«(.4 + fl)x 2 +(A + C)x + /4 


Igualando los coeficientes: 
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Rrí *i6 n 


A + B =3 
A + C—I 
// = -5 


Resolviendo este sistema °btenem^ ^ = g y C-4 

En consecuencia. 


2 +X + 1 


, r_5 f 8X + 4 

I 7777 ' 

■Jf 


= -5In x I +4 


¿v = — 5ln Ja* | +4 


(w=x 2 + x+l) 


f 2* + i 


= ln 


5 In|x| + 4In| u| + C = -5ln|x |+4ln|x 2 + x+l| + c 


[EJEMPLO 2.1 

Solución 


Hallar 


f4x 3 -x 2 + i 

J* 4 -* 3 +* : 




Tenemos: x 4 - a: 3 + x 2 = x 2 (x 2 -x + 1) 

Luego, 

4x 3 -x 2 + 2 _ 4x 3 - x 2 + 2 ^A_ + B_ + Cx + D 
x 4 -x 3 +x 2 x 2 (x 2 -x + l) x x 2 x 2 -x + \ 

Multiplicando por x 2 (x 2 - x + 1) y factorizando: 

4x 3 - x 2 + 2 = Ax(x 2 -x+ 1) + B(x 2 -x+1) + ( Cx + D)x 2 

= (A + C)x 3 + (-A + B + D)x 2 + (A-B)x + B 

Igualando los coeficientes obtenemos el sistema: 

A+C =4 
-A+B + D = -1 
A -5 = 0 
5 = 2 

Resolviendo el sistema se tiene que 

A ~2. B = 2, C= 2, O = -1 

En consecuencia. 


4x 3 -x 2 + 2 


=1+ 4 + 

X x 2 .2 


2x-\ 


x -Jf + 1 



y 
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Jx 4 -x j +x 2 Jx Jx 2 Jx 2 -x + l 

■ — + ln|x 2 -x+l| + C 


= 2ln 1 x I 


= ln(x 2 |x 2 - 


x + 1 -- 


CASO IV: FACTORES DE SEGUNDO GRADO REPETIDOS 

Q(x) tiene factores de segundo grado irreductibles que se repiten. Es decir, Q{x) 
tiene factores de la forma: 

( ax 2 + bx + c) w , con m > 1 

En este caso, para cada factor (ax 2 + bx + c) m se suman las m fracciones 
parciales: 

A x x + B x + A 2 x + B 2 + . . . + A m x + B m 

ax 2 + bx + c (ax 2 + bx + c) 2 +bx + c) 


. -, f 2x 3 -3x 2 + llx-5 , 

I EJEMPLO 371 Hallar- -3— 

J (x 2 - x + 3) 


Solución 


2x 3 - 3x 2 + llx- 5 


(x 2 -x + 3)‘ 
At + B 


Cx + D 


(x 2 -x+3) 2 x 2 - x+ 3 (x*-x + 3) 2 

Multiplicando por (x 2 - x + 3 ) 2 , 

2x 3 -3x 2 + llx- 5= (/lx + 5)(x 2 -x + 3) + Cx + D 

= Ax 3 + {- A + 5)x 2 + (3.4 - 5 + C)x + 35 + D 
Igualando los coeficientes: 

A=2 

-A +5=-3 
3>4 - 5 + C = 11 
35 + D = - 5 

Resolviendo el sistema hallamos que: /< = 2, 5 = - 1, C = 4, D--2 

En consecuencia, 

2x 3 -3x 2 + llx- 5 


2x-l 


4x-2 


(x 2 - x + 3) 2 


x 2 - x + 3 (x 2 - x + 3) 2 



y 



































s T ^nic aa 


•nt, 


: °8r« c 


, < f 2x-l . . f 4 *~ 2 

[2¿j!U^r' dx ' j^TT+I J(* j -* + 

J (x 2 -* +3 ) 

-JM? 


3)2 

( MS= * 2 -jf + 3 ) 


■'"H'» 


_ _ + C 


[ÉJmpLÓ±} Ha,lar 

Solución 




l " l * J -* + 3 1 “ 17 -*+3 + C 


i = ¿ + Bi£ + -^j 

7(7717 x * 1+1 ( * + 0 

Multiplicando por x(x +0 * 

1 = yí(x 2 + l) 2 + (Bx + C) x(x 2 +1) + (Dx + E)x 
1 =(A+ B)x 4 + Cx 3 + (2 A + B + D)x 2 + (C + E)x + A 

Igualando los coeficientes: 

6 A + B = 0 

C = 0 
2A+B + D = 0 
C + E = 0 
A = 1 

Resolviendo el sistema: ' 

¿ = 1, £ = -l, C = 0, D = -1, £=0 

En consecuencia, 

1 1 ^ -* ' -x 

— — + —- + —r-- V’ 


x(x 2 + l) 2 X X ¿ + 1 (x 2 + l) 2 


f dx fdr f x ¿x _ f xdr 

J x(x 2 + 1 ) 2 Jx J* 2 + 1 J(x 2 +1) 2 

= ln|x| - — ln(x 2 +l) + —r~- 5 + C 

2 V / 2 (x 2 + 1) 
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EL METODO DE HERM1TE—OSTROGRADSKI 

En los casos II y IV, cuando los factores en el denominador tienen 
altos, los cálculos se toman engorrosos. Para auxiliamos en estos trances se i 
siguiente método, que lleva el nombre de sus descubridores. 

Método de Hermitc-Ostrogradski. La integral de la función racional . donde 

grad(P(*)) < grad(£?(x)) se puede calcular por la fórmula: 

[m dx = fW Adonde 

¡Q(x) e,(x) J 0 2 (X) 

1. Q¿x) = (fl,x + ó,) ( a 2 x + b 2 ) ... (c,x 2 + d x x + e,) ... contiene todos los 
factores de primer y segundo grado con exponente 1 

2. QAx) = Q(x) / Qi(x). Esto es, Q x (x) contiene los factores de Q(x) con exponente 

disminuido es 1. 

3. P,(x) y P 2 (x) son polinomios indeterminados de grado 1 menos que el grado de 
sus denominadores, cuyos coeficiente se hallan derivando la fórmula. 


f-j-|- dx 

J*V+D 


| EJEMPLO 5.1 Hallar 
Solución 

Q(x) = * v + 1 )■ Qi M = *(** + 1). Q, W = QMIQÁX)= x 2 


Jx (x +1) X 2 J x(x 


■ 2 +Dx + F 


Derivando; 

2 

x 3 (x 2 +l) 




a) 


d ^x + flV Cx 2 +Dx + F_ -Ax-2B + Cx 2 + Dx + F 
. dx { x 2 V *(x 2 + l) > x 3 x(x 2 +l) 

= Cx 4 + (£>- A)x 3 + (F- 2B)x 2 - Ax-IB 

x 3 (x 2 +l) 

C=0, D-A = 0, F-2B = 0, -Á = 0, -2B = 2 => 
‘/T=C = Z) = 0,5 = -l, F=-2 


Reemplazando estos valores en (1): 

f-j—I—<&=4 + f i \ 

Jv 3 (x 2 +1) X 2 Jx(x 2 +l) 

Calculamos la Última inteural anterior nnr frarrionéc nareialí»c- 


( 2 ) 
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ic ® 8 do 


+ ¿ __ (H + J)x + Lx + H 

77 x (* 2+l ) 


(* 2+l ) x 

H + J ,0, L’O, H-2=>H~ 2 - J = 2 - £ = 0 =» 

UZ-ét- í‘7 <&+ /?+T‘ &=_2ln '^ +ln l* l+ i| 
)4* 2+ ') 

resultado en (2): 


R eempla»" does,er 


f 2 (¡ ¡ r= I¿-2ln|*l + ln|* í+ l| +C 


f_?—- dx = -y + ln 

* 2 +l 

2 

|vV + D 

X 


+ c 


f 4 a: 2 + 4a: _ ^ 

Ha ,,ar -”7^ 

J(2a: 2 +2a: + 1) 


Solución 

Aplicamos el método de Hermite-Ostrogradski: 

Qx) = (2T + 2x+ I ) 2 , &M = 2x 2 + 2r+ 1 Q, M = 0M ' = 2x 2 + 2x+ 1 


f 4a: 2 + 4a: 

Ax + B 

r cx+d 
+ i-- 

J(2z 2 +2j:+|) 

" 1 dx 

2 2x 2 + 2x+ 1 

J2í 2 + 2x+ 1 

Derivando: 

4a: 2 +4a: 

d í Ax + B 

-K C * +D 


(2, 2 + 2x + lf = *Ur 2 +2x + lJ 2* 2 + 2x + 1 


_ -/fa- 2 -4ftt + /)-2g Ot+£> 

(ir 2 +2x + l) 2 2)t 2 + 2 a: + 1 

Efectuando la suma e igualando los coedicientes, obtenemos: 


A “-2, B = -l, C = 0 y D = 0 
Reemplazando estos valores en (1): 


Í 4.y 2 + 4jc 

(2a: 2 +2jc + lj 2 


dx = - 


2a:+ 1 

2x 2 +2 jc+ 1 


+ C 
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¿SABES TU QUE ... 

CHARLES HERMITE (1.822-1.901) nació en Dieuze, Francia. 

En 1.843 entró a la la famosa Escuela Politécnica de París. Sin 
embargo, poco tiempo después renunció por no estar de acuerdo 
con ciertas reglas que le impusieron. En 1.848 regresó a la 
Escuela Politécnica, pero como profesor. En 1 869 lomó a su 
cargo la cátedra de Análisis en la Universidad de la Sorbona. La 
fama de Hemite se debe, mayormente, a que resolvió dos 
problemas famosos. Rufini y Abel probaron que la ecuación 
algebraica de quinto no se puede resolver mediante radicales. En 
1.858, Hemite probó que esta ecuación sí puede resolverse 
mediante funciones elípticas. En 1.873, probó que el número e es 
en un número trascendente. 

MIKHAIL VASILEVICH OSTROGRADSKI (1.821-1.862) 
nació en Pashennaya , Ucrania. En 1.816 entró a la Universidad 
de Kharkov para estudiar Física y Matemática. En 1.820 aprobó 
su examen de grado, sin embardo, por razones religiosas, este 
grado no le fue otorgado. Dejó Rusia y fue a París, donde asistió a 
las clases de famosos profesores como Laplace. Fourier. 

Legendre. Cauchy. etc. Aquí publicó sus trabajos en Física y 
Cálculo Integral. En 1.828 regresó a San Petersburgo, donde 
continuó con sus investgaciones. La labor Ostrogradski en San m. v. ostrodraski 

Petersburgo allanó el camino para que allí se desarrollaran 
brillantes matemáticos como P. Chebyshev. 




PROBLEMAS RESUELTOSTOS 2.5 


I PROBLEMA l.| Hallar 


f 


tan x dx 


Solución 


Sea tan x = z 2 . Se tiene: x = tan -1 z* y dx = 


2zdz 
1 + z 4 


fs/lañ"* dx - ff— ---<fc = f - — - dz 

J Jz +1 J(i 4 +2* 2 +l)-2z 2 J( z 2 +l) -2z 2 

_ f__ f_2z^_ 

J((z 2 + l)-42z)((z 2 + l) + /2*) i(z--71z + l)(z 2 WTz + l) 

Descomponiedo en fracciones parciales hallamos que: 


dz 
































PROBLEMAS PROPUESTOS 2.5 


f_2 dx_ 

Jx’ + x 

, f 2x 2 + 6x 

"J(x ! + 1Xx ! +2) 
J x 3 - 8 

f4x dx ^ 

Jx 4 - 1 

. f_í*_ 
J(z 2 + 1 Xz+ 


ÍX^-H) 2 I ú. 


Rpta. In 


1-?— + C 
x 2 + 1 


(x 2 +l) 3 , 

■i—-L--2tan 1 

(x 2 +2) 3 

u 

1 

K) 


x 2 + 2x + 4 


. (*-i)(*+i) 

* 2 + 1 



2 


■^“'W c 


z £ + 1 z +1 


+ C 

+ C 
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*■ J (x 2 + 2) 5 

f 8r<fe 

’• J( 2 2 + 1) 2 (* + 1) 

0 J (x 2 -x + l) 2 

... 

V+o 

f (4x-4 )<¿x t 

12 ' J(x + lj 2 (x 2 +1) 2 

fe 4t + 4e 2jt + 1 , ‘ r _1_ 

13 *J(^ + l) 2 ’ ^ +1 


+ C 


+ C 


Rpta. l) ~ yi+ i 

, v 24 

y?pfo. 4 In (r + 4) + ^ + 4 

, 2 

/?p/a. ln(x +2) + ^ + 2) 2 

■ v^-'-£rw’ c 

Rptalnl^-x+ll+p-^—J 


+ C 


Rpta. 




Rpta. 


(x + lK* 2 +D 
l 


3x 2 + l , + 31n lÍiLÜ| + C 


x+1 


+ c. 


SECCION 2.6 

INTEGRALES RACIONADLES DE SENO Y COSENO. 
SUSTITUCION DE WEIERSTRASS 


Karl Weierstrass descubrió que la sustitución 



transforma funciones racionantes de sen x y eos x en funciones racionales ordinarias 
de z. En el problema resuelto 3 se prueba que esta sustitución nos proporciona las 
siguientes igualdades: 


1. sen x = 


2 z 

l + z 2 


2. COS A- = 


l-I 2 
1 + 2 1 


3. dLv = 


2dz 
1 + z 2 


[EJEMPLO n Hallar 


i 


dx 

1 + sen x - eos x 


Solución 
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t ( x/2 ) y reemplazando los valores de 


e,iene: 2 dz 

ftete 
* 1 5 ü. 

* ,l+ r77'i+* 2 

_ f * 


J *0+*) 


JNd* 

(fracciones parciales) 


r | - In | 1 + . 

:| + C 

"•lá l' c H 

tan (x/2) 


1+ tan (x/2) 

+ c 



¡SfMPtóX] Hallar J— 


dx _ 

2cos x 


Solución 

Hacemos la sustitución z * tan (x/2): 

2 dz 


r ^ . f Í77 = = 2 fja/5» 

j3-2cosx J 3 2 l2£Í Jl + 5z 2 '^J| + (/5 r) 2 

1+z 2 

= 7Ltan''(/5z) + C = — tan“'(sA5 tan (x/2)) +C 


PROBLEMAS RESUELTOS 2.6 


I PROBLEMA 1.1 Hallar 


ir 


tan.r 


J1 + eos x 

Solución 

Sea z - tan (x/2). Se tiene: 


dx 


fe- }; 


COS* (l + COSx) 


dx 
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f2i4=_-lnll-z 2 U < 

Jü4p^- J Jl - 2 

1+z 2 !, l + z 2 J 


—1n I 1 - tan 2 (z/2) I + C 


| PROBLEM A Zf] Hallar ^ <fa 

Solución 

Tenemos que: sen 2 * — 3sen x + 2 = (sen x — 2X scn * “ 


Si y = sen x, entonces 
_ 1 

sen 2 x-3sen x + 2 

A = 1 y B = 1 => 


1 


_ 1 _ A ^ B . 

(sen x - 2)(sen x -1) (y^Xy-l) y~2 y-l 

1 1 * 


r-3senx + 2 senx -2 senx -1 


f dx ±c _ f dx f dx 

Jsen 2 x-3sen x + 2 Jsenx-2 Jsenx-1 
Haciendo la sustitución z - tan (x/2) obtenemos: 


O) 


f dx _ 1 

« 2rfz 

r ir? _ i 

r * _ r 

J sen x - 2 | 

1^-2 j 

1 4- T* 

1 Z 2 ~2+l J 


1 -1 
-==— tan 
y[H/2 


'2 ) 2 + (73/2) 
fz-1/2') _ 2 f 2 z-A _ 

l7T7l)* c '-7i“t^n-r c ' 


-¿“"(teH 


( 2 ) 


f te 1 

* 2 dz 

fi77 1 

r * — ,i 

r dz 2 

J sen x - 1 

1 + z 2 

lz 2 -2z + l J 

l(z-l) 2 Z-l 


+ C 2 


= ~-- + C 2 

tan (x/2) -1 2 

Reemplazando (2) y (3) en (1): 


(3) 
















































alució" sen (x/2) , 

, sfnt , s en2(^)-2 sen( ‘ /2)C ° S< } eos (x/2) (x/2 > 

2 tan (x/2) 2z 


• 2 tan (x/2) 


l+cos* m ^ 


I + tan 2 (x/2) 1 + z 2 


1 + cos.r 


1 + z 



1 + z' 


1 -z 2 
1 + z 2 


2dz 


Xt-mW => => ¿t "í77 


PROBLEMAS PROPUESTOS 2.6 

Resolver las siguientes integrales racionáis de seno y coseno. 
f dx n 2 



rv/ 


A-/ 


Rpta. - 

tan (xfl) + 1 

2 _-ií »an(.t/2) ') 


Rpta. j-i. t, 


+ C 



""'brj 

** lan-'^lül<*./*>) +c 


tan (x / 2) 


-) 


+ c 


tan(j/2)-2->/3 

tan (e/2) - 2 + V3| 
tan (x/2) 


l + tan (x/2) 


+ C 


+ C 
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*[*■*• *•*"’. 

donde /? es una función racional y —, —, . - -, — son números racionales. 

k q r 

Se hace el cambio de variable x = z" . donde n es el mínimo común múltiplo de 
los denominadores k, q ,. . . , r de las fracciones anteriores 

b ™ 03 

Solución 

Los índices de las raíces son - \ sus denominadores son 2 y 3. El mínimo 
2 3 

común múltiplo de 2 y 3 es 6. 

Hacemos x =* r 6 . Entonces dx = 6z 5 <fc y r= x le = >/~r . Luego. 

- 2i* + i: 1 + 6z + 6ln| z — 11 + C 


(dividiendo) 











































Solución 

. ccnn - El mínimo común múltiplo de . 

Los indices de las ra.ces son 2 . 4 4 P ° de 2 y 4 es 4 . 




integrales de funciones irradicales de LA forma 

ftissr&r .(s3j>- 
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" s de i, 

^7 + 3 ¡r¿ + +6ln I I + c 




dx = 4z } ± y z = = iíx . Luego, 

V«(z + l)( 2 -l) 


*■')* 


donde ad-bctO, Res una función racional y — , — , . . - son racionales 

k q r 


donde n es el mínimo común múltiplo de los denominadores k, q, . . . , r. 

Este tipo de integrales tiene dos casos particulares notables. 

Caso Particular 1. Si c-Oy </= 1, obtenemos las integrales de la forma: 


bf k .(ax+bf' . (ax+bY /r ]dx 


I, a 1 y b - 0, obtenemos las integrales 


.jf"U 

<!** ya Rieron tratadas anteriormente. 
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[EJEMPLO 3.| Hallar 


í_^ - 

J X+ 2 +yj (x + 2) 5 


Solución 

Tenemos 


quc f— í£pl_. < fc- f ( * +2> '\ - 6 ^ 

Jjc + 2 + $/ (x + 2) 5 Jx + 2+(x + 2) 


Los índices de las raíces son - y - El mínimo común múltiplo de 3 y 6 es 6. 

3 6 

Hacemos x + 2 = r 6 . Entonces dx=6z i dz y r= >/ x + 2 . Luego, 

f-A = 6 í-y-F dz = 6 í——- 

J *+2 + t / (* + 2) 5 J 2 + 2 -> 2 ( 2 + 1 ) ■' I + I 

= 6 P- 1 + I7í) <t=6 (^' z + ,n|z + ,1 ) +, 


- 2 z - 6z + 6In¡ z + 1 | + C 
= 2y/x + 2- 6 >/ x + 2 + 6 In I tyx + 2 + 1 l + C 


| EJEMPLO 4. | Hallar 

Solución 
Tenemos que 


f-T— 2B— * 

Ji/ íx-l) 3 -Vrr-I 


r x r (ar—i y 8 

|) 3 -VTT ' J(*-i) 3< -(*-i)' 


- 


Los índices de las raíces son -, -y, ^. El mínimo común múltiplo de 8, 4 y 2 es 8 
8 4 2 

Hacemos x - 1= r 8 . Entonces dx = %z 1 dz y z = lf7^\ . Luego, 

= 8 J[- 2+ 1+ ^2~j^=jr 3 +8z-*-4lnj | + C 

Vx^T-i 


= + 8V73T + 4ln 




+1 


+ c 





































jí"’(a+foc") dx, (1) 

donde O y b son reales no nulos y m, n y r/s son racionales con n * 0. 

oaso especial de que „ = ' sea un emer0 (í = m edian.e . 
ones la integral puede calcularse transformándola, mediante una sustitución 
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apropiada, en una integral irracional de las que acabamos de ver. Por esta razón, 
nuestro interés se centrará mayormente en el caso de que r/s no es entero. 

El matemático ruso Chevichev demostró que: 

1 TEOREMA de Chebishev. 1 La integral Jx"'(a + fcx n ) dx se puede exporesar 

como una combinación finita de funciones elementales solamente en los tres casos 
siguientes. 

p = - es entero. Para esto, hacer la sustitución x = r\ donde k es el mínimo 

s 

común denominador de m y n. 

2. tütll es entero. Para esto, hacer la sustitución a + 6 x" = ¿* 

n 

3 . m til +_es entero. Para esto, hacer la sustitución a + bx m - zV o, lo que es lo 

n s 

mismo, hacer la sustitución ax~ n + b = £ 

I EJEMPLO 6 . | Hallar f -1 —_ dx 

- V 5 * 1 2 ) 

Solución 


f, *,'3/2 *° P(l+5*f 

J(l + 5x 2 ) J 


, m = 3, n = 2, r = -3, s = 2 


Tenemos que ^Ltli = lltl. = 2, número entero. Caso 2. Luego, 
n 2 

1+5x 2 = z 2 =>.v = -^=(z 2 - l) , dx =-—¡-y, x 3 =— 

fcdf 7 '" ’■" r¡l '/_ ,y ■' S Í = "?" U 




+ c 


1 2 + 5x 2 

25 V 1 + 5x 2 


+ C 


1 EJEMPLO 7.1 Hallar jx l 3 (l-x 2 3 )' * dx 

Solución 






































H*’ 



• \y $ ~ 

*\ , tfe ^ v , \ r 

< 1 -- 1 .\l J . 1 a In 4\ 4 . 


' ■> 1 J ( *'* 



' • • ■ • * 

„V ^rK-‘i* c 

15 V ____ Ú 


óímKóE H,lhr 


Sol^^ - 

Li— - f 

n ” 4 ' r "''’ 1-4 

Jx 4 $«»-* 4 j 

r -4+1 , número entero. Caso .V Luego. 

Tenemos que 

^'"T 4 i 

j* f - a> 4 ~ — <¿.\/a-x 4 = —-— Yt 

tf -X 4 -zV=>4" j 

T^f F^T (*- 4+ >) 

i*. I.^,\ U *Í .4J 1 


~ I* lC "T“* u , J 

<i J 3*í 3a x 


i EJEMPLO 9.1 Hallar 

—- 7* 

Vm 

Solución 
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1 1 

P M 


4 2 

es 4 Hacemos x = Luego. 


2 es entero Caso 1 Mínimo común múltiplo de - y 4 
f *' 4 . dx - f -^ 4 [ - «fe 

Vm* v+o v*»y 


» jfl-«¿ «4r- 4 Í-———r «fe 

J (z J +l\ ] 


0) 


j* (*’♦!)’) 

Calculamos, aparte, la última integral Para esto hacemos r = tan tí 

J(tan 2 +l) J sec tí J 

* jjl + sen : tíj <ítí» tí ♦ jsen tí «/tí* tí ♦ J 

* tí + —tí — sen 20 “ — tí-sen tí eos tí”;-tan íi) — — —r - 

2 4 2 2 2 2 z*+\ 

Reemplazando este valor eiul): 

f — - r «fe-4z-6tan" l (x) + 2—^ T «4t w *-6tan~ , (x l 4 ) + -yí ;—-+C 

J(.r* 2 +l)‘ 1 + 2 * ‘‘ l 


¿S.4BIAS QIE ... 


PAF.NUTT LIVIICH CHEB)SHEV (I.Í21-4.S94) nació en Okatovo. una 
pequeña ciudad al oeste de .Moscú. Hijo de a* oficial del ejercuo ruso (fue peleó 
contra el ejército inwisor de Sapooleón ¡Arante su mies recibió Uf~* J|,r “ 


educación pmada en idiomas extranjeros y en matemáncas 
En I.SS7 ingresó a ¡a l ni\erstdad de Moscú a estudiar 
Matemáticas Obtuw un primer grado en l $41 En l.$4ó 
defendió su tesis de Maetría. donde desarrolló un tema de 
probabilidades En I.S47. ganó urna poste tón de profesor en la 
Lñiwrsidad de San Petersburgo. presentando una 
investigación acerca de la mtegntbdidad de cienos funciones 
irracionales. Hizo importantes contribuciones en la teoría de 
numeras y en teoría de la aproximación Mantuvo contacto con 
distiguidos matemáticas de su tiempo Üou\me. Hermtte 
Lebesgue. Cayley. Dtncklei. esc. 






































Solución 




El mínimo común 


múltiplo de 2 y 3 es 6. 


r 6 Entonces dx = 6 z 5 dz. L uego, 

To r x ; r_jz^_ = 6 f_A_ 

J^(. + z 2 ) 2 J (>~ 2 ) 


sec 2 0 dd 


(z = tan 0) 


ij l + tan 2 #) 

= 6 jcos l 0 dO = ój^sentfcosG + 

= + 3 tan~'z + C 

1 + z 2 

= _^ + 3tan ->(^) +C 

1 + </x v ' 


+ C 


_ PROBLEMAS PROPUESTOS 2.7 

/ " luí problemas del 1 a 20, evaluar las integrales irracionales dadas. 
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'■ffe 

f .. 

J yjyíx + 1 
f dx 

JvT+yr 

r f * 

i [Híl 

' Ji+«n 

li[7 + \ 

1». - dx Rpta. íx^+li^+liln^-li+C 

5 5 S t I 

“Jü 


Rpta lln |x w -1 | +c 

*P'«- | V? - |ln j 1+ V? | + C 

x + Sx^ + óx^ + óln jx^-l J+C 
R P ta - 4>177T\ + C 

Rpta. | x2/3 -|ln | 1+x 273 j + C 
/?pfa. + 6$T7-6ln(V7 + l) + C 

2>/7 -4^7 + 4 41n (l + V7) + C 
/?pra. |x 7/4 -|x V6 +2x V2 -dx v ‘ + 6l«n- , (x M ^+C 
/?pra. í>/"? -*ln i \ x 3 +1 j + C 


\/ 3x + 2 

13. Jx n/x- 4 ¿v 

JV i+«' 

15. [■ <fc 

ifü? 

16. f—-*_ 

Jv(yin-i) 


*P“ i(3x + 2f 5 ~i(3* + 2) V5 + C 
rtp/a.-^(x-4) 4 3 (x + 3) + c 

n . VThF-1 

In 


f l+e x + 1 
5/. ->•/* 5 


+ C 


5/ \9 5 5 y v4/5 

-í( l+ «*) +c 

n/x-1-1 


/?p/a ln 


VI 


.+ tan'V x-1 +C 
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Rpta. 


~tan '( 


2>fx+2~ 


3 tan 


18 . 


19. 


r _ i+vj Zz — d\ 

in| 

m Ux ,_ ,(m 


+c 


lUíz* ' 

, , „ „ 70 evaluar las integrales bini míales dadas. 

En los problemas del 21 a ^ 

'( 2+3x2)+c 

*]£* --¡J¡=7f+*)+c 

23. í^trf > «P' a -¿( a+bX ^ 2 ( 56X3 ~ 2a ) + C 

* . -i 

f dx 

14. -- 

¿r J (lW) 


25. 


T dx 


■f 


' 3* 2 (a+&c 3 J 

r +l 

V 1+x 2 

JT 

X 

V I+x 2 

-f H1 

2 ( 2 +3jc' 

, (*-*’)' 

1/5 


+ c 

J-* i 

’3 

x ' 1/2 

+ c 

J_(l+V) ( "' 

-l)/« 

—+c 


+ C 
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Muchos fenómenos del mundo i 

diferenciales. Una ecuación diferencial S °" mode,ados "tediante ecuaciones 
diferencíales. Asi, son ecuaciones d,£!“. .«* Avadas o 

*' dv -lr ^y í ~~=2x e rf 'y 

El orden máximo con que añares u . dx 1 dx 

orden de la ecuación. Asi, en la ecuación ícT^T ecuac,ón d »ferencial da el 
una de segundo, luego, esta ecuación ^ m denvada de P nT "er orden y 

ecuaciones a y b, ’ S onambas e , S dep“ n rd« fCTCTC,al “ de ^ ndo «*»• L¿ 

SOLUdON GENERAL Y SOLUCION PARTICULAR 
msou] Verifique que ,= \[7 es una solucón de ,a ecuacón (b): 


Solución 


3/^=2* 

dx 


Debemos verificar que al reemplazar v = V7 y £ 


2"ür x en el p nmer 


miembro debemos obtener 2x. En efecto: 

y >! x + C , donde C es una constante 

r.rr 

■—..i**■“■ >- v.’.c«kb 

"** "K™ r***» .1. —Tctríj^r: ““t a '““ 

obtienen de la solución general dando valores a h 8 ' soluc,oncs . que se 
particulares. * ™° Valores a la constante C, se llaman soluciones 

U solución general y = V7* + C « , m * t ;■ 
consntuyen una familia de cun as en el plmo “ de S ° luciones gráficos 
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c>plw ,„2. Otni>TícnlM.dc.m„ 8rKi6n 

'a. La _„ lva 
general | 0s 


, del P l„no P»sa una única curva. La curv, 

,„ M .rp”«p° r 0 \rrrf7c . 


por ctJ6 ‘^ pflsa por < V 'r r _5—^ 

(solución) ¡j(x 0 r + . de constante C y, por tanto, | a 

cuflnd0 *'*»• W„ 

O- dá el nombre de condiclún de frontera o 

co „dlei'S" ioiCÍ 


Hallar 


la solución particular de la ecuación 


3/ |=., 


Plácela condición de frontera r = 2 cuando x- 1. 0 

£ la solución particular que pasa por el punto (1,2). 

Solución -- 

En la solución general v = FF+C hacemos * ^ 

2=y[ 1 2 + C => 8 = 1+C=>C=7 

Luego, la solución particular buscada es 




ECUACIONES DIFERENCIALES SEPARABLES 

Las ecuaciones diferenciales de primer orden más simples son las ecuaciones: 
dy 

J- m M 0 ) 

dx 

Otra manera de expresar esta ecuación, mediante diferenciales, es la siguiente: 
y =/>) dx (2) 

Observemos que este tipo de ecuaciones ya hemos estado resolviendo en la 


sección anterior En efecto, resolver (1) o resolver (2) es, simplemente, hallar la 
anúden vada de/ Esto es, la solución general de (1) o (2) es 


= J/,) dx 
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con*ituv™L d t ' CU1CÍO T de » r,mer urden, también fáciles de resolver, lo 

constituyen las ecuaciones de variables separables. 

ecuación diferencial de variables separables es una ecuación de la forma: 
dx g{y) (3 > 

siguiente-^ ^ 3 ^ **** pUe< ^ c cscri hirse separando las variables, del modo 

g(y) dy = f{x) dx ( 4 ) 

La solución general se obtiene integrando ambos miembros de la ecuación: 

JsOOdv = J f(x)dx 

La ecuación (1) es un caso particular de la ecuación (3). Es el caso g{y) = 1 • 


[ E J EMPLü X] Hallar la solución general de la ecuación ( ejemplo l.b): 

3 — 
dx 


2 — = — 


Solución 

Esta es una ecuación diferenciable de variables separables. En efecto: 


Integrando: 


3 y dy = Ixdx 


yy 2 dy = Jlv dx 


y 3 = x 2 + C => y = V x 2 + C 
Esta es la solución general con la que hemos trabajado anteriormente. 


| EJEMPLO 4. | Dada la ecuación diferencial — = 2xe * 

- dx 

a. Hallar la solución general 

b. Hallar la solución particular que satisface la condición 
inicial: y = 1, cuando x = 0. 

Solución 

a. La ecuación dada es de variables separables. En efecto: 

^dy = Ixdx 

Integrando: 

jV v </y ~ 2 Jx dx => e y = x 2 +C => y=ln(x 2 +c) 

b. En la solución general reemplazando las condiciones y = l, x - 0: 

l = ln(0 2 + C) => 1 = In C => C=e 
Luego, la solución particular es y = In ^x 2 +e j 
























C* jetilo 2- Oirás Técnicas de Integración 
exponencial 

srfStfSffiS-- 

>nto v decaimiento expo descr jba el hecho de que l a 
una ecuación d.fere ^ ^ mp0 (ntnio de crecimiento 0 
* =>*• 'fundad es proporcional a la cantidad 

decaimiento) de 

presente. , , 


“ r “” w 

SN-* ,, » .««W 

Sea t eí * evnp0 ' V ~ . . ❖ Decir que la razón de cambio es 

■^.a —-*“-**• * 

, la cantidad presente , -J» ^ lfica « Ue J, “ ' 8Ual al P rodu «° 

r-/» ■—• 

de una constanie A pona 

*L= ky 0) 

„ La ecuación hallada es de variable separables. SeparandoesUtsvanab.es: 

*rf/ 

y 

Integrando: 

= jkdt => ln \y\ = kt + C 
y considerando 

ti 


II kt + C C kt 

\y I = e = e e 


c 

Haciendo A = e 


que y-J{t) es positivo, 1 
con A >0 r 


j[l) = Ae kt .con A >0 (2) 

Si J[t) crece cuando / crece, entonces k > 0 y (2) es la ley de crecimiento 
exponencial. En cambio, sij[t) decrece cuando t crece, entonces k < 0 y (2) es 
Ja ley de decaimiento exponencial. 

CURVA DE APRENDIZAJE 

amrZifZ^^ a P rendlza J e mode ^ a * os crecimientos acotados, como es el caso del 
depende de sn ^ a e ^ cac,a con í l ue un individuo efectúa determinada tarea 
cZlrn auT^ S,n J embar8 °> «• eficiencia tiene una cota superior, que 
efidenc™ es Z "'o' CUa " d ° Z mUch ° ^ el ritmo con que crece la 

Matemáticamente, este hecho Te^ *' .' ndlviduo es,á cerca de su lími, f' 
se expresa diciendo que el ritmo con que crece la 
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ciicicncia es proporcional a la diferencia entre la 
Concretamos la dtscustón en el sígateme ejemplo 


L eJEMPLQ óJ Curva de aprendizaje 

*• "i™ ™ *““ Íéo que desenba el hecho de que el 

proporciona? a 3 eflclCTCIa m realizar una tarea es 

e7cZ™i d,fCTmC ' a e " ,re “ na COla -*«*» «ja Y >a 

Solución b ReS ° ,Ver ' a ' CUación hallad a «> (a). 

a. Sea, e, tiempo, ,=*) la eficiencia con que hace ,a urea en el restante , y sea A 
la cota supenor, que es el limite. El ntreo de cree,retemo de la efictencta es * . 
Luego, la ecuación buscada es * 


= k(A-y) 


b. La ecuación anterior es de variables separables. Separando estas venables- 
dy 


Integrando: 




\A -y 


-= kdt 

y 

=> -In \A -y| = fo + C 
= e ^-c = e -c^ 


Haciendo B - e c y considerando que A -y > 0, se obtiene 
A -y- Be ^ —^ -- - ' - -* 


y = A -Be~ 


fit) = A- Be~ 


CURVA LOGISTICA 








rnmnrpc . , 1 -vpagucion uc una epiaemia o 

™ " «na común,dad O para modelar el crectmtemo de una poblactón a la que 

los factores ambientales les imponen restricciones. 


[EJEMPLO 7.1 Curva logística 

a. Hallar una ecuación diferencial que describa el hecho de que el 
ntmo de propagación de una epidemia en una comunidad es 
proporcional a! número de personas infectadas y al número de 
personas no infectadas que son suceptibles a la epidemia. 

b. Resolver la ecuación lograda en (al 

Solución 


oca 14 I 


a puoidcion ae la comunidad que es suceptible a la infección t el hemrv 
transcurrido desde que ,a epidemia empezó y sea", =^0 é. nóZde 




















Técnicas de Integración 
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Haciendo B=\!Q, k 


XA y teniendo en cuenta que y =/(/), se tiene. 


m 


A 

l + Be' h 


[EJEMPLQ8TI LaTractrix 

La Tractriz es una de las curvas más famosas. Apareció como solución al 
siguiente problema propuesto a Leibniz: 


¿Cuál es la trayectoria de un objeto arrastrado sobre un plano horizontal por una 
cuerda de longitud constante cuando el otro extremo de la cuerda se mueve a lo 
largo de una recta en el plano? 


Para una descripción más intuitiva asociamos el objeto 
con una mascota que inicialmente se encuentra en un punto 
(a, 0) del eje X. Su amo está localizado en el origen de 
coordenadas y camina halando a la mascota, a lo largo del 
eje Y con una cuerda de longitud a. La trayectoria de la 
mascota es la tractriz. 

Probar que la ecuación de la tractrix es 

Solución 




Paso 1. El amo se despolaza a lo largo del semieje positivo Y 
La cueda, en cualquir punto (x, y) de la curva 



Además, - 0 C = 0. Luego, la solución para este caso es 


y = 


a In 



Paso 2. El amo se despolaza a lo largo del semieje negativo Y 




































PROBLEMAS RESUELTOS 2.8 


1 PROBLEMA 1.1 


Solución 


a. Hallar la solución general de la siguiente ecuación diferencial 
de segundo orden 



b. Hallar la solución particular de la ecuación anterior que 
satisface la condición de frontera: 
y = 5 y y'= 15, cuando x = -2 


a. Se ve que para obtener la solución general de esta ecuación de segundo orden 
tendremos que integrar dos veces, obteniendo, por tanto, dos constantes de 
integración. Procedemos así: 
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d 2 y dy' dy' , - 

Como —f “ -7“ • entonces - 7 - - 6 x - 4 

dx 2 dx dx 

De donde 

dy'=(fix-A)dx => = |(6x -A)dx 

y' = 3x 2 -4x + C\ (1) 

dy 

Reemplazando y' por — en la ecuación antenor. 
dx 

« 3x 2 - 4x + C\ 
dx 

De donde 

dy = (3x 2 -4x + C.\)dx => y= j(3x 2 -4x+C,) dx 
LLevando a cabo las integraciones indicadas obtenemos la solución general. 

y= x 3 - 2x 2 +C^x + C 2 (2) 

b. Debemos hallar valores determinados para las dos constantes Cj y € 2 - Estos 
valores los obtendremos de las dos condiciones de frontera dadas: 

y' = 15 cuando x = -2 (3) 

y = 5 cuando x = -2 (4) 

Reemplazando la condición (3) en (1): 

15* *3(-2) 2 - 4(-2) + C, => C, —5 
Reemplazando C\ = -5 y la condición (4) en (2): 

5 = (-2) 3 - 2(-2) 2 -5(—2) + C 2 => C 2 = U 
Luego, la solución particular buscada es 

2x 2 -5x+U 


1 PROBLEMA 2.1 a. Hallar la solución general de la ecuación 

* 2 (y-2)dx + y 2 (jc + l>/y = 0 

b. Hallar la solución particular que cumple la condición 
inicial y = 3 cuando x = 0 

Solución 

a. Separamos las variables y dividimos: 
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ltitegr * 1 


cpil-l » 1 otras Técnic.» de Integ^ 

tí _i- )dy ' /('"^í+é) 

2 

+ 2 In I *+ 1 I = C ’ ( C = 2c l) 


JL-dy a ~ jf+I 

v - 2 


jf->- , 

J. J + 2 y + * ,n l>’~ 2 ' 


dx 


2 2x+ sln b" 21 

y* + x + *y = 3 x - o en la solución general: 

+ ,n(3-2)«(0 + 1) ! = C ^ C-21 

(3)»+#)' +4(3) A> 

.ra—, 

2 + j 2 + 4y -2jf + ln(V - 2) (x+ 1) 21 


tE y de ENFRIAMIENTO de newton 

La siguiente ley de enfriamiento se debe a I. Newton: 

.. a „„ „„ e se enfría un cuerpo es proporcional a la diferencia 
en^re la ttmpera'ura'del cuerpo y la fempera.ura de. medio ambien.e. 

Esto si T= T(t) es la temperatura del cuerpo y T 0 es la temperatura del medio 
ambiente, entonces 

íí = k(T- T 0 ), A constante 
dt 

Usar esta ley para resolver el siguiente problema de medicina legal. 


/PROBLEMA 3. | Cierta noche, en la habitación de un hotel, fue asesinado un 
conocido político. Cuando la policía encontró el cadáver a las 11 
PM, éste tenía una temperatura de 33° C. Una hora más tarde, 
ésta había descendido a 32° C. La temperatura de la habitación 
fue de 25° C. ¿A qué hora fue cometido el homicidio? Suponer 

_ , £ l ue k temperatura normal del cuerpo humano es de 37° C. 

Solución 

mrnnL' .í de horas transcur ndas después de las 11 PM (hora en que se 

de Newton ni ¡rT ySea ^ * a tem P eratu ra del cadáver a las / horas. La ley 
ae Newton nos da la siguiente ecuación: 

dT 

¿r KT ~ 2S) 


Separando variables: 
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kdl = => ln| r-25 |-fa+C 

Como T - 25 > 0, se tiene 

ln (T- 25) = kt + C => T-25= => 7=25+ e c e k ‘ => 

T=25 + Ae lu , dondeA=e c . 

Hallemos las constantes A y k: 

Cuando t = 0,T= 33 => 33 = 25 + Ae‘ (0) => A = 8 => 

T=25+Ze h 

Cuando t= \, T=32 => 32 = 25+ 8e* 0) => Jk = ln(7/8) => 

T= 25+8e ,n(7/8) ' =25 + 8(e ,n(7/8) V= 25+8(7/8)' 

Esto es, 

710 = 25+8(7/ 8)' 

Finalmente, encontramos el valor de t para el cual T\t) = 37. 

Reemplazando l\t) = 37 en la ecuación anterior 

37 = 25 + 8(7/ 8)' => 8(7/ 8)' =12 => (7/ 8)' = y = | =* 

í = ln ^ 3/2 ^- « - 3,036 horas * - ( 3 horas 2 minutos). 
ln ( 7/8) 

Esto es, el asesinato fué perpetrado 3 horas 2 minutos antes de las 11 PM. O sea, 
el crimen se cometió a las 7:58 PM. 


| PROBLEMA 4. | El reservorio de agua potable de una ciudad tiene almacenados 
120 millones de litros de agua fluorada, que contiene 800 kilos 
de flúor. Se desea bajar el contenido de flúor, para lo cual se 
hace ingresar agua fresca (sin flúor) a razón de 4 millones de 
litros por día, que se mezclan uniformemente. Del reservorio 
sale agua fluorada a la misma velocidad que entra el agua 
fresca. ¿Cuántos kgs. de flúor quedan en el reservorio después 
de 2 meses en que empezó a fluir el agua fresca? 

Solución 

Se cumple que: 

















11 * 


, (Conc*****”*' 
, vdori*“ )dc ' fluore" 0 "*" 0 
^ - ~ 


, cntmr 


del agua fluorada 

... sdc flúor ^««rvorio después de , días que 

tUÍ ““ flitniodecarubio de ^ uor * * 

^ ke. por millón de litros. 

gj resorv'°n°- j 2Q 

, r0 „ c o>lrsetó"‘<' ,,u ‘ ,r '" _ 4 millones de litros por día. El 

u de cambio del «• £££ saliendo del reservono. 
signo neP'vo indico qu5 * ^ en | a ecu ación literaria dada al comienzo: 

Reemplace"' 05 * _ £ = 

dt 30 


£./X) 

1 [ IW 

Separando variables e integrando: 

£,.ldi => 

f 30 


H) 


. | r 1 =_7 + £ 

l"l f r 30 

. (-1/30)/ 

/W* A * 


(/^O y A=e c ) 

Al inicio, cuando ( = 0, había 800 kgs de flúor. Luego, 

800 = Ae c =>A= 800 => W m 800e'- |/30) ' 

Después de 2 meses, cuando (=60, en el reservono quedarán: 

F(60 )=800 e ( -l/30> 1601 s> 108,27 kgs de flúor. 


I PROBLEMA S.| En un almacén de 120 m. de largo, 80 m. de ancho y 20 m. de 

altura se ha acumulado gas carbónico ( C0 2 ) alcanzando una 
concentración de 0,5%. Para renovar la atmósfera del almacén 
se abren las ventanas y se bombea aire del exterior, a una 
velocidad de 1.200 m 3 por minuto, que se mezcla 
uniformemente. La concentración de C0 2 en el aire del exterior 
es de 0,04%. ¿Qué porcentaje de C0 2 queda en el almacén 
después de una hora y media de iniciado el bombeo? 


Solución 
Se cumple que: 
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' Velocidad" 

f 

de cambio 

= 

, del C0 2 , 

V 


del CO z en el 


Velocidad") í Concentración") í Velocidad \ 
de entrada | + | del C0 2 en el 11 de salida 1 
aire que sale J ^ del aire ) 


v del aire J \ 

El volumen del almacén es V = 120 x 50 x 20 = 120.000 m 3 
Sea G = G(í) la cantidad de C0 2 en el almacén / minutos después de iniciado 
el bombeo de aire del exterior. 

La velocidad de cambio del CO, es — m 3 por minuto. 

2 di V 


0,04 _ 

100 10.000 


por m . 


La concentración del C0 2 que entra es de 0,04%, o sea 
V G 

La concentración del CCK que sale es — = -. 

2 G 120.000 

La velocidad de entrada del aire es de 1.200 m 3 por minuto. 

La velocidad de salida del aire es igual a la velocidad de entrada, pero con signo 
negativo. Esto es, -1.200 m 3 por minuto. 

Reemplazando estos valores en la ecuación literal: 


^ = —-—(1.200) + - 
dt 10.000 v ’ 120.000 


48 G 

100 100 


G -48 
100 


(- 1 . 200 ) 

s - 0,01 (G - 48) 


Esto es, 


dG 

dt 


- 0,01 (G-48) 


Separando variables e integrando: 


dG 

G -48 


= -0,01rff => í-^- = - 0,01 \dt 

JG-48 J 


ln | G- 48 | = -0,01/ + C => | G-48 | = e~°-° l/ + C = e c e"° ,0U 


G - 48 


Ae 


- 0 . 01 1 


M = * c ) 


Pero, si todo el aire del almacén fuera aire del extenor, que tiene 0,04% de CC^ 
0 04 t 

se tendría — 1 —(120.000)= 48 m de C0 2 . Por tanto, 

100 

G >48 y | G-48 | « G - 48. 

Luego, la ecuación anterior puede escribirse asi: 

C(/)= 48+ Ae" 0-01 ' 























r ROeL cmS PROPUESTOS 2.8 


En los problemas del 1 ai 
dada 

, 4:=5*W~3- 
' dx * 

du 21 2 - 3 

1 ir ? 

3. 4= fa2+I 

dx 2 


,/ 16 hallar la solución general de la ecuación diferencial 


4. — -r = V3v~-~3 
dv 2 

s.±-J 

al 

6 . * = 
dt 

,|- y =5 




(. i. 

dx 

dy _ x 
dx y 


Rpta. y= x 5 + 2x + x~ + C 
Rpla. u = 2t + 3t 1 + C 

j* 4 + ^-x 2 + q* + C 2 
u = j^j(3v~3) 5/2 + C|V +C 2 
|^ + 3 | = Ce* 

Rpla. u = -ln (-* + C) 

Rpla | >/ + 5 | = Ce 
Rpla \y\ = Ce* 2 ' 2 
Rpla. y 1 - x 1 = C 
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x + xy 


I0.±-Z 
dx x 

n.±- x + 

dx 

12 . X^- + X y= y 

dx 

13 O- = ^~* + x 

dx ~ 


y -y 

dy_ ^ 4 t>f\+y 2 

y 


dt 


15. ± = Í£ 

dx y¡ y 

16. (1 +^)¿X-(1 + x)a[y =0 


/?pta |y|«C|x| 
flp/a. |y+ l l-Ce* 2 ' 2 
W =C|x|e-* 

Rpta Ay* 2 - 3y 2 _ 4 * 2/2 _ 3*2 . C 

Kpta y = J(2t 2 + c) 2 - 1 

Rpta. y^ 2 - x* 2 - C 
Rpta. |yf 1 | = C¡x + 1 | 


22 -*««- 


17 . dy + Aydl = 0, y-1 cuando í=l 
d 2 u 


Rpta. y = eS " 41 
.1.4 


18 ’ ¿v 2 6(V 1)2 ’ “ ~ 9 y ^ = 8 cuand0 v = 2 - « =^V 4 -2v J + 3v 2 + 4v -3 

I 9 . ~ = t y=\\y cuando x = 5 .^/a.y = l(x-l) 5 / 2 +lx-^ 

" 15' 7 3 15 


dy 

dx 


’ * , y = - ln 2 - 1 cuando x-- 1 . fy/a. y = - ln(e -4 + e ) 


21. 6 x 2 ydx-^1+x 3 )</y, 3 ;= 12 cuandox= 1 . Rpta. y « 3(l + x 3 ) 2 

22 . e dy = y 2 dx, y = - 1/2 cuando x = 0 . /?p/a y =—-— 

1 - 3e* 

23. (Recta tangente). Una curva pasa por el punto (2, - 1 ). En cualquier punto (x,y) 

de la curva, la recta tangente lienc pendiente xy 2 . Hallar una ecuación de la 

curva. Rpta. y = —— 

x 2 -2 

24. (Recta tangente). Hallar una ecuación de la curva que pasa por el punto (0, 4) y 

es tal que la recta tangente en cualquier punto (x, y) es perpendicular a la recta 
que pasa por el origen y el punto (x, y). Rpta. x 2 + y 2 = 16 
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„ „„ ‘ s " 

-7!"?; ¿7—* 

,; r ecm tángeme es 5. Hallar la fuñe,ón Rpta. y 

í6 r Depreciación). Se compra una máquma por 750 mil dólares. El valor V( 0 déla 
' máquina, después de r aflos de conprada, se deprecia al ntmo de -I65e • 

Expresar efvalorftO & la máquina en función de su edad, 
b Hallar el valor de la máquina cuando esta lenga 12 aflos. 

Rpta a. V(t) = 550 e -0,3 * + 200 b. $ 215.028,95 


27 f Depreciación). Se compró un equipo de computación por 2.500 dólares. El 
' ritmo de depreciación de este equipo es proporcional a su valor presente. Al 
cumplir un ano su valor fue de 2.000 dólares. 

a. Hallar la función que exprese la depreciación. 

b. ¿Cuál es el valor del equipo al cumplir 5 años? 

Rpta. a. V(t) = 2500 b. $819,20 

28. (Disolución del azúcar). La velocidad con que se disuelve el azúcar en el agua 
es proporcional a la cantidad de azúcar todavía no disuelta. Se introdujeron 60 
kilos de azúcar a un tanque con agua. Después de 5 horas, sólo quedaban 20 
kilos de azúcar sin disolver. 

a. Hallar la función que expresa la disolución de azúcar en el agua. 

b. ¿Cuánto tiempo tardará en disolverse el 80% del azúcar? 

Rpta. a. D(t) = 60(1 - e~ 197; ) b. 7 horas 19 minutos 


29. (Reacción química). La velocidad de reacción de cierta sustancia química es 
proporcional a la cantidad de la sustancia que todavía no ha reaccionado. Al 
minuto, 1/5 de la sustancia ha reaccionado y a los 4 minutos han reaccionado 30 
grs. ¿Qué cantidad de sustancia había originalmente? 

Rpta. 50,81 gr. 


30. (Calentamiento). Una cerveza, al sacarla de la nevera, está a 3°C, y 20 minutos 
después está a 13°C. La temperatura del ambiente es de 28°C. 

a. Expresar la temperatura de la cerveza como función del tiempo. 

b. ¿En cuánto tiempo la cerveza llegará a 20°C? 

Rpta. a. T\t) = 28 - 25íT 0 - 0255 1 b. 44,6 minutos 

31. (Enfriamiento). Un termómetro, al retirarlo del cuerpo de un enfermo, marca 
40°C y 30 segundos más tarde, 35°C. La temperatura del ambiente es 25°C. 

a. Expresar la temperatura del termómetro en función del tiempo. 

b. ¿Qué temperatura registra el termómetro después de 2 minutos de haberlo 
retirado del cuerpo del enfermo? 

Rpta. a. 7{/) = 25+15<f°' 0135155 ' b. 27,96 °C 
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52. (Enriamiento). Un objeto metáheo se está enfriando. Haee 40 nttnutos tenía 
160 C y hace 10 m,ñutos, 80°C. Hallar la temperatura actual del objeto 
sabiendo que la temperatura ambiental es de 30°C. Rp tu 66 36° C 

33 - (C p“"«rroió E :itir a Lr.^riLrhHi 0 r 

7q o r . S 1Z de la noche, este tenia una temperatura de 

U na h° ra después b temperatura del cadáver bajó a 27°C ;A oué hora 
se comeuo el ases,na,o si la temperatura del sótano ha 

Rpta. 9:28 PM 


a. Expresar la salida de la sal como ftinción del tiempo 

¿ ¿;i e rtr, n as d dosp,ul? Ueda CT *' ,anque ^ de 3 h °~ * 


Rpta. a. S(t) = 600 e“ 0 0025 ' b. 382,58 kgs 

35. (Disolución de la sal). Un tanque, que tiene dos plumas, contiene 400 galones 
de agua fresca. Por una pluma entra, a razón de 6 galones por minuto, agua 
salada que contiene 0,5 Kgs. de sal por galón. El agua salada se diluye 
uniformemente en la fresca y la mezcla sale, por la otra pluma, a la misma 
velocidad con que entra el agua por la primera pluma. 

a. Expresar la cantidad de sal que queda en el tanque como función del 

tiempo. Rpta. S(r) = 200( 1 - e~ 0015 ') 

b. ¿Qué cantidad de sal hay en el tanque después de 2 horas de que se 

abrieron las dos plumas? Rpta. 166,94 kgs 


36. (Disolución de la sal). Un tanque, que tiene dos plumas, condene 400 galones 
de agua salada con una concentración de 1,5 Kg. de sal por galón. Por una 
pluma entra agua salada, que contiene 0,5 Kg. de sal por galón, a razón de 6 
galones por minuto. El agua que entra se mezcla uniformemente con la del 
tanque y la mezcla sale, por la otra pluma, a la misma velocidad con que entra el 
agua por la primera pluma. 

a. Expresar la cantidad de sal que queda en el tanque como función del 

tiempo. Rpta. S(t) = 200 + 400e -o ■ 0,5, 

b. ¿Qué cantidad de sal hay en el tanque después de 2 horas de abrir las dos 

plumas? Rpta. 266,12 kgs 


37. (Purificación del aire). El aire de una habitación cerrada de 40.000 dm 3 
contiene ozono a un nivel de 0,9 partes por un millón. A este aire se lo hace 
circular, a la velocidad de 500 dm 3 por minuto, a través de un filtro de carbón 
que lo purifica hasta el nivel de 0,02 partes por un millón. El aire purificado 
regresa a la habitación mezclándose homogéneamente, 
a. Expresar la cantidad de ozono en la habitación como funcióin del tiempo. 
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b. ¿Qué tiempo se requiere para reducir a la mitad el ozono inicial de la 
habitación? 

Rpta. a. G(t) = 8 + 352 e~ 0,0125 ' b. 57 min. 17 seg 

38. (Eficiencia). Un estudiante del idioma alemán tiene que memorizar 85 verbos 
desconocidos para él. En 30 minutos ha memorizado 20 verbos. De acuerdo a 
los sicólogos, el ritmo a que una persona puede memorizar un conjunto de 
hechos es proporcional al número de hechos todavía no memorizados. 

a. ¿Cuántos verbos ha memorizado el estudiante en 90 minutos? 

b. ¿En cuánto tiempo memorizará 80 verbos? 

Rpta. a. 47 b. 5 horas 17 min. 
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GEORG FRIEDRICH BERNHARD RJEMANN, hijo de un pastor protestante, 
nadó en Breselenz, Hanooer, Alemania, en 1.826. En 1.846, a la edad de 20 años, 
entró a la Universidad de Góttingen a estudiar teología, la cual rápidamente la 
cambió por la matemática. En 1.S51 presentó su tesis doctoral, supervisado por el 
gran Gauss, sobre un tema de variable compleja, que ahora se conoce con el nombre 
de superficies de Riemann. En 1.S54, en una disertación con la que buscaba un título 
que le permitiera dar clases, revolucionó la geometría. Allí introdujo el concepto de 
variedad diferendable, la cual generaliza los espacios R". Sus ideas fueron realmente 
apreciadas 60 años más tarde, cuando Alberto Einstein usa estos conceptos como 
marco matemático en el desarrollo de su Teoría de la Relatividad. En 1.862 le 
descubrieron una infección pulmonar. Riemann viaja varías treces a Italia , buscando 
un mejor clima que cure su mal. Allí muere 4 años después, a la edad de 40 años. 


ACONTECIMIENTOS PARALELOS 

En el año del nacimiento de Riemann, 1826, en Venezuela tuw lugar La 
osiata movimiento separatista que se revela contra la autoridad de Bolívar y de la 
rail o om na. En 1 830, cuando Riemann tenía 4 años, Simón Bolíinir muere en 
an a arta En 1.834 Humboldt publicó su libro Viaje a las Regiones 
quinoccin es y en 1.839, Charles Robert Darwin publicó El Viaje de un 
sZfy'f 1ta . a , Bür ‘ io del Beagle. En 1.859 muere en Paita, Peni, Manuela 
di'sarrnii i U ^ rtúdora M Libertador. Entre 1.859 y 1.863 en Venezuela * 

c7n¿i G c :;z Fedenl En,re 1565 «• *• i*» * - 
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Capitulo 3. La Integral Definida L-Proccsos Tór„ 


Y ^mhiT| 


SECCION 3.1 

LA NOTACION SIGMA 

ión van a aparecer sumas de muchos términos. Para simplificar 
En nuestra expo s ¡ gma 0 sumatoria. Esta notación hace uso la letra 

introduciremo corresponde a la letra S de nuestro idioma. 

/ « I 

b ¿ i 3 =2 3 + 3 3 + 4 5 + 5 3 + 6 5 

k =2 

c ¿ [57-1] = [5(-2) - 1] + [5(—1) - 1] + [5(0) -1] + [5(1) - 1] 
y- -2 

= [-11] + [-6] + [-1] + 4 

8 1 1 1 1 1 1 

d. V— =Í + í + 6 + 7 + 8 

* m* m 

e. ¿(-1)' =(-!)'+ (-') 2 + ("1) 3+ • • • + (- 1 )" 

i = I 

f. ^ kA k = 3^3 + 4 ^ 4 + 5/4 s + 6A 6 + 7/l 7 

k = 3 

g. ¿/(c,)Ax =/(c,)Ax+/(c 2 )Ax+ . . . +/(c„)Ax 
1 = 1 

En cada uno de los ejemplos anteriores se tiene una función F con dominio el 

conjunto de los enteros 2 , de los cuales se toma un subconjunto. Asi: 

En el ejemplo (a): F(i) -t y ± i 2 » I + ™ + * 3 > + F(4) 

í = 1 i » 1 

En el ejemplo (c), G(/) * 5/ - 1 y 

¿ [5 j -1] = ¿ G(/) = G(-2) + G(-l) + G(0) + G(l) 


y- -2 


y- -2 


En términos precisos, la definición de la notación sigma es como sigue. 

| DEFINICION, 1 Sea F es una función de Z en IR y m y n dos enteros tales que 

m £ n. 


¿ F(i) = F(m) + F(m + 1) + F(m + 2) + ... + F(n - 1) + F(n) 

I ■ m 


i 
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, . a* i, sumatoria, el número n es el limite 

iu e E *;;7 r ,: ,: (r r o» ,etras * como/ *• eic pucdcn 

usírse como índices de sumación. _____ 

jl^MPLOTI Expresar la siguiente suma mediante la notacio g 

s 3 + 6 3 + 7 3 + . • ■ + n ' 


Solución 

Existen varias maneras. He aquí 3 de ellas. 


1. 5 3 + 6 3 + 7 3 +. • • + " 3 - 2 ' 

/ - 5 

« - 2 3 

2. 5 3 + 6 3 + 7 3 + . . • + n 3 = 2 ( , + 2 ) 

/ * 3 


3. 5 3 + 6 3 + 7 3 +. • • + * Z 

/ « 6 

Las tres maneras de escribir una misma suma en el ejemplo an.enor, son casos 
particulares del siguiente teorema: 


I TEOREMA 3.1 1 Si c es un número natural positivo, entonces 

i. i m = if f ( í+c ) 2 - ¿ F(i)= £ F(i ~ c) 

l-m-c 

Demostración 

n n 

1. Hacemos el cambio de índice / = ¿, y obtenemos: ^ ^XO = YL 

/ =» m k ■ m 

Ahora hacemos £ = í + c. En este caso: 

k = m=> i + c = m=>i-m-c y k-n i + c = n=>i = n-c 
Luego, 

'Y J F(k)= Yj F{}+c) y, por lo tanto, ^/ 7 (0 = X ^(* +c ) 

* * m i = «-c /3 m / « «i- c 

2. Similar a 1. 


[EJEMPLO 2.1 


Solución 



6 | 7 

Evaluar a. £-í/ 2 +l) b. £ (-1)* (A -1) 2 

/- 3^ *.4 

i( 32 + !) + i( 42 + l) + I( 5 2 +1 ) + i( 6 2 +| ) 
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- 5(10) +5(17) +5(26) + ^(37) = 45 

b. ¿ ( -1)‘ (* -l) ! - (-1 )* (4 -1 )’ + (-> f (5 - l) 2 + (-1 )‘ (6 -1)* + (-D O" 1 > 

-(1)3’ + (—1)4 2 + (1)5 J + (-l)6 ¡ - 9 - 16 +25-36--18 

Algunas propiedades básicas de la sumatoria son las siguientes: 

[T EOREMA 3.21 Si c es una constante y m <. n, entonces 

1. ¿ c= /ic 
i - i 

2. ¿cf(/)= c¿ FV) 

I - I ‘ “ ‘ 

3. ¿ [F(l)±G(¡)] = ¿ F(*) ± ¿ G(k) 

i = m * -"• k -« 

4. Propiedad telescópica. 

#* 

a. Primera versión: £ [f(¿ +1)- F(i)] = F(n + 1) - F(m) 

l ■ m 

b. Segunda versión: Y [PXO-^(*-1)1“ F(n)-F(m - 1) 

I « m 

Demostración 

1. jTc= c+c+c + ... + c - nc 

l - 1 n 

2. ¿cF(i) = cf(m) + cF(m+l)+ . . . + cf\n) 

/-« 

fl 

= c[F(m) + F(m + l)+. . .+ fl»)l = ¿X ^(0 

< - m 

3. ¿ [F(0 ± G(/)] = [W ± G ("0] + +l ) ± G ( m+1 )l + • • • + tw ± 

= [/ r (m) + / r (m+l) + . . . +F\n)] ± [G(m) + G(m+l) +. . . + G(n)] 

= 

i 3 m i • m 

4. a. ¿ [f(. + l)-^(0] =[/=Xm+l)-/ : Xm)] + [/ : Xm+2)-ÍXm+l)l + . . . 

+ [fXn) - F(n -1)] + [fXit+l) - F(n)' 
= F\n + 1) - F\m) (simplificando) 























íév-2‘-') <■ m 


A + l J 


a^Porte propiedad telescópica primera 

¿[(/♦D*-¡ 3 ] '(" + l ) 3 " 13 

" ’ . , . ca segunda versión, donde fl*)- 2 . 

b. Por la propiedad telescópica . 

- 2 ’"' 2 "’ = 2 

„ w, ',“ 


versión. 


¡ion. donde F\i) = 


: (/? + I)' 


- I 


_ 100 

^ 1 1 — I(¡ 7 í"ÍJ""lioo+ i V ioi 


[TEOREMA 3J] Si n es un eniero positivo, entonces 

A /i(w + l) 

>• X í = 2 
/ « | * 

n 

* Z' 2 

/-I 

//(/! + I)(2/i +1) 

6 

‘&-[T 

-1 I » 

4- I'* 

J /-I 

n(n + l)(6/i 3 + 9// 2 
30 

Demostración 



1. Si 5 = £ / se tiene: 

i m 1 

5=1+2 + . 

.. + («- 1) + n 


5 = /t + (/i-l)+. 

. . + 2 +1 


25= («+!) +(/?+!) + 

. . . + (/7+1) + (/í+1) 


Luego, .S' 


+1) 


= »(/!+ 1) 


2. Sea 5 - i* leñemos que: 

< • i 

(/+I) 3 -/ J -/ J +3/2 +3/+I./J 


Luego, 
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¿ [(/-fl) 5 - i 3 ] = 3 ¿ i 2 +3 ¿ i + ¿ 1 = 3S +3 W( ” 2 — + « 

Pero, por la parte a del ejemplo 3: 

¿K/+I) 1 - i 3 ) - (»+ o 5 - i. 

I m | 

Luego 

(n + 1 ) 3 - 1 = 3S + 3 + n 

Despejando S: 

5 = I[2(n+ l) 3 -3n(n+ l)-2(n+ 1)] = ^-[2(n+l) 2 - 3n-2] 

n + l._ 2 n(n + \)(2n + \) 

= ——(2 n~+n)- --- 

o o 


3. y 4. Ver los problemas propuestos 24 y 25. 


30 

b. £* 3 . 

k m I 


1 EJEMPLO 4.1 Evaluar a. ]T i 2 . 

/ = i 

Solución 

a. De acuerdo a la fórmula 2 del teorema anterior con n = 50 


50 


I' 2 = 

i -1 


, 2 50(50 +1)(2(50) +1) _ 50(51X101) = 


42.925 


6 6 

b. De acuerdo a la fórmula 3 del teorema anterior con n = 30 

30 m2 ha ■ i\2 


f k ¡ = 30 2 (30 + 1) 2 _ 900(961) _ , ]6225 

4 4 


100 2 

1 EJEMPLO ST| Evaluar a. £(4i-5) b. ^2A(l-2**) 

Solución 

n M « ” JL flDl + l) - 

a. I(4/-5)= I4i- S5-42i - £5 = 4^ - 5n 

, = 1 I = I /«I * « * ' " 1 

= 2w(w + 1) - 5n = 2n 2 - 3n = «(2n - 3) 

Haciendo n = 100, obtenemos: 


Vmí.<\ = lOO^flOO'» - 3^ = 19.700 
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20 20 20 

» „ ^ f *- 3 = 2 i k -«5> 

2 , = £<2k-4*) *r, *-i *r, 

_ „ 4 20!í2£lü ¡ = 20(2.) - 20 3 (21 ) 2 - - 17J 9go 

¿4<" I)2 


[¡jgVfPgES Hallar 

Solución n 6 

¿4(,-i) 3 =4¿o- 2 - 2i+l)= 7, 

,í> n ¡=1 


= 4¿' 3 - 2 7^ /+ 7¿' 

3 I n /-I w / = 1 




Luego, 


Lim yA(/-|) 2 = Lim fl+-)í2+-]- Lim -íl + -l + Lim 

„ ■ — ^ „3 w _*+ ao ^ yv ^ / W —H- 00 /7 \ /J / n—>+oo 

■■ (l+0X2 + 0)-0(l+0) + 0 =2 


PROBLEMAS RESUELTOS 3.1 

I PROBLEMA 1.1 Probar que £k k! = (fl + l)! — 1 

*=i 

Solución 

<?4* != \?I* ! ^ = ¿ *'[(* + J)-l] = ¿[«(* + 1)-*!]= ¿[(* + 1)!-*!] 
_ * (n + l > ! ~ 1 (telescópica, con F(k) = k \) 

¡PROBUÍMA2J Hallar f [VTTI-VJri] 

Solución 
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|V i + i -V i+1 - +(>T7 —J / - i yj 

= ]F^>/Tm->/7)+£(>/7-VTT) 

* -1 < -i 

= (>/ 99+1 ->/Tj + {yf99-yl l-l) (telescópicas) 

- (/ 7 oÓ-l) + (nT99 - 0)= ¿99 — 9 k 0,95 

1PROBLEMÁ37I 1. probar que ¿ a* = —-íl ,a^l 2. Hallar ¿ 3* 

i -1 o-l * -1 

Solución 

1. — £ -* = t — «* = í (-* -«* -') = «" -0° = °" -1 => t «* = 

* = 1 *=l fl * - 1 * =1 fll 


2. Aplicando la fórmula anterior: ]T 3* = 


t 3 ( 3 " - 1 ) 3 ( 3 " - 1 ) 


3-1 


PROBLEMAS PROPUESTOS 3.1 


En los problemas del 1 al 6 hallar el valor de las sumas indicadas. 

31 

Rpta. — 
4 

n 47 

Rpta. — 
^ 30 


M 1 l.2 


En los problemas del 7 al 10 expresar las sumas usando la notación sigma. 

Rpta. Y —— 

^ 4-,i+i 


Z(2.-l) 

1 = 1 

Rpta. 36 

2- t 2 * 

A = - 2 

j?oi+7 

Rpta. — 

10 

4 9 

4 . y— 

I (. +-1)0 -2) 

/ = -1 

Rpta. 0 

6. I (-1)' 

A = 2 


7 . _L+_f_+J-+...+ J™ 

1 + 1 1 + 2 1+3 1+20 


8. I 2 - 2 2 + 3 2 - 4 2 +. . .-14 


Kp/a X(-l ) w « 2 

’iHKH)*"-* *“ IJH) 
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10 1 -* 


x-x 


í-l) n x 


Rpta ¿ (-O"** 

k =o 


del 11 al 16 evaluar 


En los problemas 

» Rpta. 420 


k , 1 

18. Yin -= In - 

~ * +1 n+1 


20-1 6 

4=1 6 


3*-2* I + _l_1_ 


¡as sumas indicadas. 

i° 

12. X ( 2 /“ 5 > + 1 ) ^ 505 

j « i 

i 5 .,,¿0 14. £4i 2 (/ 2 -1) Rpta. 34.272 

13. £*’(*-» 1316 

, , + iv>i 2 + ^ — (V2A +1 — \I~2k~\ \ Rpta.4 

, 5 . ¿ 2 *(! + 2 * j ) Rpta.M.n + W , ' 

k - I 

£« /oí problemas 17 y 25, 

17 . £ln A =In(«í) 

*»i 

21. £cos 2 *tf = cot‘¿í ^1 - eos’'a) 

4=1 

„ y 3 = J/7 _ Sugerencia : Fracciones parciales 

' HÍ(3A + 1)(3á-2) 3n + l 

24. ¿/ 3 = I ” (n + j Sugerencia: ¿ [(/>l) 4 -z 4 J = (w + l) 4 -1 

25. + W¿+9¿+*-\) 5ugeren . ¿[(l + l) 5 -/*] =(« + 1)5-1 

£/i /oí problemas del 26 al 29 hallar los limites indicados: 


2 2x3” 2" 


22. ¿A2*' , =(n-1)2' , +1 


26. Lim ¿4(*-2) 


* -M- 00 k = , „ 


27. Lim X I~ 


/, - >+c0 4 = il n ¿ n 


* 2 12 


n * ¡i 

28. Lim £ 




/?pta. 2 

Rpta. 

Rpta. 


’V-If'*?)’-’K) 


Spta. 12 


* 
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SECCION 3.2 
AREA 

Sea /: Ja, b\ —► IR una función continua y no negativa. Sea Q la región del 
plano encerrada por el gráfico de/ el eje X y las rectas verticales x = a y x = b. Nos 
planteamos el problema de hallar el área de esta 

Las fórmulas de áreas dadas en la 
geometría de secundaria no son aquí 
aplicables. El problema lo resolveremos 
construyendo una sucesión de aproximaciones 
al área de Q en tal forma que el límite de esta 
sucesión sea precisamente el área buscada. 

Procedemos de dos maneras: con rectángulos inscritos y con rectángulos 
circunscritos. 


Y 



0 a h X 


AREA CON RECTÁNGULOS INSCRITOS 

Dividimos el intervalo ja, A] en n subintervalos de igual longitud. Denotaremos 
con Ax esta longitud. Es claro que 

A b ~° 

Ax = - 

n 

Si x Q , .v,, x 2 , . . . , x B _, , x m son los extremos de estos subintervalos 

entonces 

a ~ x o < <x 2 <. . . x, <. . . x. = b y 
x Q = a, .v, = a + Ax, j r 2 = a + 2Ax,. . ., x, = a + ¿Ax,...» x m = b 
Al conjunto de subintervalos 

[X 0 , x,l, (x,,x 2 ], . . [x,_, , X # U • • •» 

lo llamaremos una partición regular de (a, b ]. El número Ax es la norma de la 

partición. 

Ax 

-.-.-.- . " I-•-•-> 

a=x 0 x, x 2 . . . x / _ I x, . . x, =b X 

El término regular con el que acompañamos al concepto de partición lo hacemos 
con intención de reflejar la propiedad de que todos los subintervalos [x^, x ¿ ] de la 
partición tienen igual longitud. Más adelante presentaremos particiones no son 
regulares. 

Por ser / continua en el subintervalo [x¡_j, xj, existe un punto nv en este 
subintervalo, tal que /m.) es el mínimo absoluto de/en [x^, x¡]. Construimos el 
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134 , fv i y de nlturn igual a El áren 

„ , de base el subintcrvnlo t*¡-r A ¡ J 

rectángulo r t ¡xa 

dcOBrtCtánguioes ^ f/ . **,><*, ' n r'cc t4 n guloi ¡ nscri(os 

y ”' 4 ' 




, H, | M áreas de los n rectángulos inscritos, entonces 
$¡ 5 es la suma de las arca» u 

s< ./* | )A*+/m 2 )Ax + . . • +Á"„) A* 


i, con la notación sigma, ^ ./ ( m /) A* 


(O 


A la expresión anterior I» llamaremos suma inferior. Si A(Q) es el área de la 
región Q, tenemos que: 

< A(Q) (2) 

Si duplicamos el número n, entonces se duplicarán el número de rectángulos, los 
que tendrán la mitad de ancho; sin embargo, la suma de las áreas de los nuevos 
rectángulos aproximará mejor a A(Q) que la suma anterior. Si seguimos con el 
proceso de duplicar el número n, cada vez obtendremos mejores aproximaciones para 
el área A(Q). Se prueba en los cursos de cálculo avanzado que los números 5^, 

cuando n -*+oo, tiene un limite que es, precisamente, A(Q). O sea 


A(Q) s Lim S„ = Lint ¿/(m^Ax 

n -»+ oo — n -*+ oo 


(I) 


AREA CON RECTANGULOS CIRCUNSCRITOS 


Procedemos como en el caso anterior, con la variante de que en cada subintervalo 
[*/.|* *|L en lugar de tomar el minimo absoluto de /, tomamos el máximo absoluto. 

Esto es, en [X|_ ( , x¡ ] hay un punto tal que^AYy) es el máximo absoluto de/en 
ty-l * x i Construimos el rectángulo R. con base [ X¡ _ ,, x¡) y altura J[M¡) 

Area de /?,- «/Af /K *.- J ) = ÁM¡ )Ax 


Si S n es la suma de las áreas de los n 
rectángulos, entonces 

_ . n 

S n “X/(M,)Ax 



A la expresión 


1 ■ I O « Jf ( 

anterior la llamaremos suma superior. Se cumple: 
A(Q) <; T n 


X, . v i 


h X 
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Se prueba en los cursos de cálculo avanzado que las sumas superiores S„ , 
cuando n -M-oo, tiene un limite que es, precisamente, A(Q). O sea 

A(Q) * Lim - Lim Y/(M,)Ax (2) 

n -►+ «o n -M- «o ( , 

De (I) y (2) obtenemos que: 

" n 

Lim V f(m,) Ax « A(Q) = Lim Y /(M,) Ax 

i n -++ ® ., 

Esta igualdad nos permite ir un paso más adelante. En cada subintervalo [x¡_ v */], 
en lugar de tomar m, o M,, donde/ alcanza su minimo y su máximo, tomamos un 
punto cualquiera c, que cumpla x M <, c, <> x, y formamos la suma: 

= ¿/(c ,)áx 

i - i 

Como J{ m,) <J[c,) </{ M ,), debemos tener que S n <, S n < S n y , por tanto, 
los tres límites son iguales: 

Lim S n = Lim S„ = Lim S 

n —►+ oo — n —►+ ao n -++ ® " 

El resultado anterior nos permite formalizar el concepto de área. 

1 DEFINICION. 1 Sea/: [a, b] -» R continua y no negativa. El área de la región Q 
limitada por el gráfico de /, el eje X y las rectas verticales x = a 

y x = b es 

w 

A(Q)= Lim £/(c,)Ax 

n -M- « i m | 

b-a 

donde x¡ , < c¡ < x¡ v Ax =- 

i-i • i y n 

1 EJEMPLÓT] Mediante el método de rectángulos inscritos calcular el área de la 
región Q comprendida entre el gráfico de la función flx) = x~ , el 












































I 


II 


Capítulo 3. La Integral Defl nldí) 




. ^ , „2 pe creciente, el mínimo absoluto de f 

xüzzA -1..- 

M| u 0 y A*,) = /«) - 0¡ ■ ° 

m 2 = ir, = y yf"' 2 > = A 27 ") = í 2/ ”^ 

mj - ,, = 2 ( 2 /n) y /»,) = /(*(*'«)) = 2 2 (2/«) J 

m¡ = x w - (/- l)(2/n) y A»/) “ /((i-OW) = (<-l) 2 (2/n) 2 

+ +... + A”>¡) AX +... + //»„) A* = ¿/(™/)Ar 

“ / - 1 

8 8 A 


-¿ o-4;] gj=¿^-u 2 p-=J-É(.' 2 -2/ + i, 

/ = |[ \ n J J\ n y ¡ * I W n i m\ 

= —[¿¡ 2 + 2 ¿¿+¿l ] „ JLHn+Wn + l) _ 2 n(n+1 ) 

■ 4 f ^- + ^ + "- 6 " 2 ] = -LjV - 3 n 2 + nl =1 - 1 + _L 

" i 6 • J 3/. 3 L J 3 . » V 

A(Q)= Lim í,= Lim f i - í + J_1 = * _ 0 + 0 _ 8 
3 n 3n 2 J 3 °~ J 


Luego 



& mrL0¿ 1 *“"« «avila tev ata*, o te, d, a „™, o 

Solución y 

Dividimos [0,2] enn subintervalos longitud A. 

Se tiene que A.r = ^ ~ ^ ^ 


*o = 0 


Ar l~0 + Ax = Ax= — 


-x 1 +Ax-l+l. 2 f2 

« n 


*j-Jr,+4r-2 ÍJ + ¿ =1 f 2 


J 

LEW 


2 X 
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V'*/ n \n) 

derecho de/subintervalo. Luego,' 1 ” ** maXlnM> absolu 'o lo tenemos en el extremo 

y X*#,)-/(a/.)-gJ 

= x 2 -ag) y yw 2 , - /(2(2/n)) = 2’gJ 

= x j = '(!) y m - /(K»n» = i»gj 

■*„ = AW,) A* + ytw 2 ) A* + ... +AA/ f ) Ax + ..\ +/M n ) Ax= ¿ /( Wi)Ax 

í - A[est±ffiex2>] 


2n 3 -f 

6 


En consecuencia, 


- A[2- 3 +3» J + .l = £ + í + _L 

3n L 1 3 n W 


A(Q)= Lim S, = Lim Íi + Í + -L) = * 
n-M-oo n-H-co ^3 n 3n 2 ) 3 


PROBLEMAS RESUELTOS 3.2 


(Problema]] Hallar el área de la región Q enceTTada por el gráfico de J[x) = j 
el eje X y las rectas x = 1 y * = 3. 


Solución 

Dividimos al intervalo [1, 3] en n subintervalos 

de la longitud Av = — = - . Se tiene: 

n n 

*o=l, jc, = 1 + 2, . 

n 

X t “ 1 + . , r =3 

n n 

Sea c ( el extremo derecho de 
Esto es, c, = x¡ = 1 + i- y 


1 3 X 
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. £/(c,)¿*- £/o+v'”M 2/n) 

■ ‘Íg>-1} ' #)} 

l¿“ ?.t" 

1h + ja-c-iJZ ♦ »2Í!L!^Ü +% 

** 6 ( ,+ í) +4 (' + ¿)[ 2+ ”) + 4 ^' + ^ 


Por tanto. 


a "q 7. Lim 2 + 6(1 + 0) + 4(1 + 0)(2 + 0) + 4(1 + 0 , I 2 * 20 


PROBLEMAS PROPUESTOS 3.2 


Mediante el método de los rectángulos inscritos o circunscritos, calcular el área 
de ¡a región encerrada por el gráfico f, el eje X y las rectas x — a y x m b. 


|. j[x) s f-2x + 10, a = 2, b = 5 Rpta. 9 

2. j[x) = 4 - 3x 2 , a = -\, fe = 1 Rpta. 6 

3. f[x)=x 3 , a = 0, b- 4 Rpta. 64 

4. yfx) = 1 - jc j , a = 0, fe=l P/>/a. 3/4 

5. /*) = x 2 - x 3 , a = 0, b = 1 Rpta. 1/12 



SECCION 3.3 

la integral definida 


SUMAS DF. RIEMANN 
Las sumas inferiores y las sumas superiores: 


Z/(m,)Ar, S„ = ¿ f(M,)&x, 


contimuición rtíCUlareS ^ llamadas sumas Hiemann, las que describimos 
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Una partición P del intervalo [a, fe] es una colección de subintervalos 

I*.**]. [xj.x,].x.] 

de [fl, fe] de modo que 

fl - X, < X x < x 2 <. . .< x_ t < X. » fe 

Se llama norma de la partición P, y se denota por | P |, al máximo de las 
longitudes A t x * x, - . í = 1.« Esto es, 

I p I " Máximo { A,x , i = 1, 2 , ... n } 

Una partición que se caracteriza por tener todos sus subintervalos de igual 
longitud es una partición regular. Las particiones lomadas para construir las sumas 
inferiores y superiores, tratadas en la sección anterior, son particiones regulares. En 
una partición regular se cumple que. 

n 

Una selección para la partición P es una colección de puntos 

S= {c„ c,, Cj-c„} 

donde cada c¡ es tomado en el subintervalo , [ jc ( _, , x t ]. El punto c puede ser el 
extremo izquierdo, el extremo derecho o cualquier otro punto interior del 
subintervalo [ , x i ]. Esto es, 

*i-t ^ ^ x i 

Ahora consideremos una función / .[a, fe] -► R. no necesariamente continua, y 
que puede tomar valores positivos o valores negativos. La siguiente definición fue 
introducida, por primera vez, poT G. F. B. Riemann (J.826-1.866) con el objeto de 
obtener una definición rigurosa de integral definida. 

1 DEFINICION. 1 La suma de Riemann de orden n de la función / [a, fe] -iR 

determinada por la partición P ) la selección S, es 

S. « ¿ /«-,)A,I 

Como la función f puede tomar valores 
negativos algunos f{c¡) pueden 9er 
negativos. En este caso la suma Riemann es 
igual a la suma de las áreas de los rectángulos 
que están sobre el eje X más el área de los 
rectángulos bajo el eje X con signo negativo. 

Así, en la figura siguiente 

i m | 

I EJEMPLO l.l a. Sea P la partición de [-1,2] determinada por los puntos 

{-1,0,3/2,2 } Hallar |P|. 

























Capitulo 3. La Integral Definida 


140 


.. c . / , a, c 3 }, donde c, es el punto medio del 

h la selección S * \ c \ * c 2 ’ * 1 2 3 ' , , „ L| 

mervalo f r , '» s“ m ” dc R,emal,n d ' la runciA "/(*) 

1 J determinada por.« particidn /> y la selecctón £ 


Solución 

a. Se tiene que: ^ 

a-JV—l, x | =0 ’ *2 = J’ 

A,A- = x, - x 0 = 0 -(-0=1. 

_ 2 . 0-1 
A 2 x ~ X 2 x l 2 2 ’ 

-9 2 = 1 
A 3 X-*3- x 2 2 2 2 

Luego, 

|j p | = máximo de { 1, 3/2, 1/2 } 




I 



3/2 + 0 
2 



2 + 3/2 
2 


2 

4 


Luego, 

Sj =/c,)A,x + /c 2 )A 2 x +f(c 3 )A 3 x 



81 + 343 _ 51 
128 128 16 


Ahora ya estamos en condiciones de presentar el concepto más importante del 
curso, el de integral definida. Aunque la idea de la integral definida fue conocida y 
utilizada desde la época de Arquímides (287-212 A. C.) fue G. F. B. Riemann quien 
logró una formulación satisfactoria. Esta es la formulación que aquí presentamos. 
Esta integral, ahora es conocida como la integral de Riemann. La idea principal es 
tomar limites de sumas de Riemann. La única restricción que exigiremos a la función 
/es que esté definida en el intervalo [a, b], No pedimos continuidad ni que /sea no 
negativa. 


[ DEFINICION [ Una función /: [a, ¿>] —► DS es integrable en [ a, b\ si existe 

un número real, que denotaremos por í /( x) dx , tal que: 
--- 


Í b " 

/ (x)dx= „ L ¡™ 0 i/<**, x 


1.1 nuim.ro J f( X ) ,/ v es | a ¡ ntcgra | dcrin ¡ da dc y dc a a ¿ Los nú 


números ay b 
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son los limites de integración. Más precisamente, a es el limite inferior y b es el 
limite superior 


El límite dado en la definición, en términos más precisos, significa: 

V e > 0 3 5 > 0 tal que para toda partición P de [a, b) que cumple | P \\ < 6 y 
para cualquier selección S - {c,} de P, se cumple que 

f f(x)dx - ¿/(c,)A,x| < E 
J a , = | 

La variable x en I f(x) dx es una variable “muda”, en el sentido de que puede 

Ja 

cambiarse por cualquier otra, sin que se altere el concepto. Así: 

f(x)dx = j /(/)<*= J f(z)dz= | f(d)de 


1OBSERV ACIONES.! 

1. Esta definición explica la escogencia del símbolo de la integral como una S 
alargada, ya que la integral definida es el límite de una suma. 

2. No debe confundirse la integral definida con la integral indefinida. La primera es 

un número; mientras que la segunda es una función. Sin embargo ambos 
conceptos están íntimamente ligados a través de los dos teoremas fundamentales 
del cálculo, los que veremos a continuación. 


La integral definida de una función es un limite, por lo tanto, éste puede o no 
existir. El siguiente teorema nos da una condición que garantiza la existencia. 

Recordemos que una función real fes acotada, si existen m y M, números reales, 

tales que: 

m <,f(x) < A/, para todo x en el dominio de/ 

La gran mayoría de las funciones que aparecen en este texto cumplen con esta 
condición, en particular, toda función /: [ti, b] -> R, continua en [a, b]. En efecto, 
toda función continua en un intervalo cerrado tiene mínimo y máximo (absolutos). 

La demostración del siguiente teorema ésta fuera del alcance de este texto. 

| TEOREMA 3.41 Teorema de integrabilidad 

Si la función fes acotada en |a, b\ y si es continua en este 
intervalo, con excepción de un número finito de puntos, 
entonces/es integrable en [a, ó). 

En particular, si / es continua en lodo el intervalo [a, b] t 
entonces fes integrable en [a, b]. 
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e „ iodo intervalo cerrado [a, b): 

Pe acuerdo a este teorema, son integrables en 

1. Los polinomios. 

2. * Las funciones seno denominador no tenga ceros en [o, b], 

3 Las funciones racionales c y 

be que una función es integrable en un tn.ervalo, o sea, se sabe 
s, de antemano se ^ se puede llegar a ella mediante sumas de 

que existe la integra ._ _ de ca | c ular. Para este tipo de sumas, 

Riemann regulares, que son 
en vista de que. 


| /> i = Áx = 


relativamente fáciles de calcular. Para este tipo de sumas, 

ÜZ1 se nene que, 



Solución 


iwv *»* *“ de R "™"’ 

regulares. Bien, tomemos la partición regular de [0, 3J. 


Ax= —, x 0 - 0, -V) 


n n 


.3 


. x=3> 


. j 

Tomamos c i ~x¡ - i y, 


La suma de Riemann correspondiente es 

s - -iHíK") 

-miup-m? 


= — ( 4 W ) _ 3 3 n(n + l)(2n+ 1) 



Luego 
#•3 


12 "¿( 2 " 5 + 3 ' , 2 +b ) =i 2 -K 2+ ! + ^) 
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= Lim |l2--Í2 + - + -V U = 12--(2 + 0 + 0 

«-♦«L 2 V " n 2 JJ 2 V 


)-3 


La relación entre el área de regiones discutidas en la sección anterior y la integral 
definida lo establece el teorema siguiente. 

[TEOREMA 3.5 1 Si /es continua y no negativa en el intervalo [a, b], entonces el 
área A(Q) de la región encerrada por el gráfico de /, eje X 
y las rectas x = a y x - b está dada por 


A(Q) 


r. 


f(x)dx 


Demostración 

Por ser/continua, el teorema 3.4 nos asegura que existe la integral 


f(x)cbc 


r 

nición, I 


Por definición, I f(x)dxe s el límite de sumas de Riemann En particular, 


también es el límite de sumas de Riemann regulares. Pero, por definición, A(Q) es 
limite de sumas de Riemann regulares. Luego, 


A(Q) 


-í 


f(x)dx 


I EJEMPLO 3J Hallar 


f\ 2 * 

J o 


Solución 

Por el teorema anterior, la integral dada es el área de la región Q. Esto es 
J x 2 <fe= A(Q) 

Pero, en el ejemplo 2 de la sección anterior encontramos que A(Q) = 8/3. Luego 

8 


í. 


x dx ■ 


PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 

En la definición de r /(x) dx hemos supuesto que a < b. Debemos establecer el 
significado de esta integral para los casos a = b y a > b. 
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nsFEicioeJ ■ c" , 

m - . <?b f /w*-/,^* 

2 ' S ' ’ . integral definida son presentadas en | os do$ 

Algunas propiedades basteas 

teoremas sigu.enies. e „ [ílt b ] y k es constante, entonces 

__— _ c ¡ f v £ son micb 

rfEoUSS^ s ; ‘ r* r A 

2 . kfwdx- k i /(<x;)rf 




Ja b c b 

m b W « f f(x) dx ± I /?(*) 

(/<*>««)*' J. J» 

petnes,ración . con una selección { c, } 

Sea /* cualquier partición de [a. o\ 

f‘ , f * . f «* es la integral definida de la función y(x) = 1. 

I. Como * = J ’ J„ 

La suma de Riemann de esta función constante fa) = 1 es: 

¿/(C,)V= IV= (*!“«) + (-*2-^1 ) + • ’ ‘ + í*n — x n-|) 

/.i «-i 

=x„-x<¡=b-a 

Luego, 

!. Por ser / integrable en [a, ó] tenemos que: 

Í ¿/(c,)V => * Í f(x)dx = k Lim ¿/(c,)A,* 

J» |f|->0/., J„ |/’|-»o,ri 

n f b 

= lp L ¡ m „ I*/(e,)V = */(*)* 

r I 0 /. i J a 

í /(X)dX± 

- Lim 


* ± , Lim ¿ g( c ,)V 
Ifil-Ol-, 


1 L | ™ 0( |[/(c i )±g(c ) )]A,x 


“ f ( /7xl + 
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1 2 

(ó* 2 - 5 ) dx 

Solución 

J ^6x 2 * -5 j dx = J 6x 2 dx - | 5 dx = 6 | x 2 dx - 5 | dx 
Teniendo en cuenta el ejemplo 2 y por la párete 1 del teorema anterior, 

íWi y [’*- 5 
Jo 3 Jo 


Luego, 


Jo 3 

f 


= 2 - 0=2 


(6 J c * i -5)di = éí|U5(2) = 6 


| TEOREMA 3.71 Sean / y g dos funciones integrables en [a, b] 

1. f{x) > 0 en ja, b] => j f(x) dx > 0 

2. Propiedad de comparación: 

flx) < g(x) en lo, 61 => j Hx)dx < j g(x)dx 

3. Propiedad de acotamiento: 

m <flx) £M en [«,*1 => í j /(*)* S «(*-«) 

Demostración 

Sea P una partición de [a, 6] determinada por los puntos: 

a = *o < *1 < x 2 < • • • < *«-> < *" = 6 
Sea { c,, c 2 , c„ ) cualquier selección. 

1. Se tiene: 

n 

fix) > 0 => AC¡) 20 => /c,)A,x20 => 2/(c,)V>0 => 

2. Sea /i(x) = g(x) —y(x). Ahora, teniendo en cuenta la propiedad 1, 

Ax) Sgfct) => g(x)-Ax)¿0 => h(x)Z 0 => f /(*)d*20 

J a 















f'ír\ = 2x-2 = 0 => X= 1 
Puntos críticos: J W a 

Tiene sólo un punto crítico: 1 

Evaluamos /en los puntos críticos y en los extremos 
del intervalo [0,3]: 

X1) = 1.X0) = 2, /3) = 5. 

Luego, /l) = 1 es el mínimo absoluto y 7(3) = 5 es 
el máximo absoluto. 

En consecuencia, se cumple que: 

1 £ x 2 - 2x + 2 <5, Vx 6 [0,3] 

Aplicando la propiedad de la acotación, tenemos: 



1(3-0) < 


JV- 


2x+2)dx< 5(3-0) => 3 <; 


f(x 2 - 

Jo 


2x +2)dx í 15 


PRIMER TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO 

U derivación y la integración, las dos operaciones básicas del cálculo, está" 
conectadas a través del siguiente resultado que, por su importancia, es conocido con 
el nombre de primer teorema fundamental del cálculo 





■ 
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I TEOREMA 3.81 Primer Teorema Fundamental del Cálculo. 

Si / es continua en el intervalo [a, 6] y Fes la función 

F(x) = J /(/) dt , entonces F\x)= Rx) 

Demostración 

Caso 1: / es no negativa. 

En este caso, por el teorema 3.5, 
la función 

*w- | mat 

mide el área de la región bajo el gráfico de/en el intervalo [a, x] 

Si agregamos a x un incremento Ax, el área se incrementa en AF. Sea j[m) el 
mínimo y J{M) el máximo de/en [x, x + Ax]. se tiene que 

J[m) Ax < AF < J{M)&x 



Dividimos entre Ax la desigualdad anterior: 


J[m) < — < RM) 

Ax 

Tomando límites en la desigualdad anterior cuando Ax -> 0: 

A F 

Lim Rm) < Lim — ^ L\m RM) 

Ax->0 Ax —> 0 Ax Ax-*0 

Pero, Lim — = F '(x) y, por ser/continua, 

Ax -F 0 Ax 

Lim ]{m) =Ax) y Lint rtM) =jW 
Ax->0 

Reemplazando estos valores en la desigualdad anterior, 
f(x) < F'(x) < f(x) => P(x) = f(x) 

Caso 2: f toma valores negativos. 

Si c es el mínimo de/ en [a, b ], entonces, para todo x en [a, b ], 
Rx)>c ó bien /x)-c>0. 

Luego, la ñinción g(x) = Rx) - c es continua y no negativa. 
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= Flx)- c ( x ~ a) 


Lueg °' *-<¡«+*-«0 


F(x)-~ 

Dcrivando esta igualdad: 

raSñSÁcHÍI 

-Leibniz, nos dice que: 

- í /(0<* ->w 


f COROLARIO. 1 Si / es continua, h es una diferenciable en [a, b] y 

Í k(x) 

f(t)dt, entonces H \x) = J{lt(x)) h\x) 

Demostración 

Sea F(x) = J* /(/) dt. Se tiene que 

W)= I /(/)<* = #(*). 

Esto es, H(x) = F(h(x)). 

Luego, aplicando la regla de la cadena y el teorema anterior, se tiene: 
"'(*) = F'(h{x))h'{x)=f(h(x))hXx) 


SlEMPLOóJ Hallar: a . t f *I_ át 

dx J 0 1+1 
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ww s¡ «M= j —/< 




esta.integral es limite de sumas de Riemann. Tomemos una partición de [a. b], 
determinada por los puntos: 


Tenemos que 
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p 0 r e l«» remad 

«* un « ulque fíx .)-m-,) - 

pl ^ 0 ^^r eriorse,,e 

Reempla 23 o r/_ u x 

f . d er ccha es una suma de Riemann de / en [«, 6] . 

lili "IX—*-* 

?&/ Tomando limites obtenemos el res 

/W- Um I/(OA,x= I /(^ 

F[b)-na) .^j^o ,»i 


/? C 


-i 6 

__ „ . c íh \-F(a) se denota así: F(x) .Esto es, 

La diferencia F(ó) W J * 

F(x) ]* = F(b)-F(a) 

Ahora, con esta notación, la conclusión del segundo teorema fundamental del 


rniuia, t-w- ... 

cálculo podemos escribirlo asi: 


J f(x)dx = F(x) 


= F(b) - F(a) 


OBSERVACIONES. 


a. El teorema anterior establece una conexión directa entre la integral definida y la 
indefinida. Esta conexión se ¡lustra mejor usando como la antiderivada ae; 
la integral indefinida, del modo siguiente: 

| f(x) dx = J/(*) (lx 

b. Para calcular la integral definida j* f(x)dx , se procede en 2 pasos: 

Paso I. Hallamos la integral indefinida J/Y*) = F(x) + C 

Paso 2. Evaluamos F[b) - F(a). Prescindimos de la constante C, y a 9 ue 


ésta se 


simplifica. En efecto: [F(6) + C] - [ F(a) + C] = F(b)-F(a) 


Solución 

Tenemos que 



Muchas veces, el cálculo de la integral indefinida puede hacerse directamente. 
[~OÉMPL0 871 Se tiene que: 

a. JV-6* + 2)dx=^-3* 1 +2*| 

= j^_3(4) 2 + 2(4)j +2 <- 2 ^ = 

K n n 

b. | sen 6 d9 = eos 0 j =cosn- 

f = Itan-'i 1° = -tan-*(l) - 

Jo^+x 2 o a J 0 a 

d. =( e ln«-«)-0n>-') = O + l = l 


_itan->(0t = f-0=f 

4 a 4a 


\ 1 , 2 
(ln2 - ln3) --ln- 


| EJEMPLO 971 Evaluar 
Solución 




JIM- B-H, 
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Cl Area de la regida O encerrada por la gr 4 fi Ca 

" j ). J17+* «* e J c X ' los rec,os * " 0, * - j dc 1 



(Unción A*) 

Sül “ r " > " í 'jsTTi dx 

Saberaos qae MQ) ‘ J„ 

.iJ^.*.V + C-l(J* + 4)“ + C 

L^o. MQ)~f o , S»X*-(ñ (iX+4)3/2 ] B 


(EJEMPLO 11.) Evaluar J Jhntdt 
So\uc\6n 

Usando la fórmula de reducción correspondiente, tenemos: 

J>/7 In (di = J/ ,/2 In/df = j/ 3/2 ln / - j J/ ,/2 dr 

= —/ 3/2 In / - -/ 3/2 + C 


Luego, í V7 In í di * f -r 3 ' 2 | n t - -/ 3/2 
Ji U 9 


« 2* |„ 4 - — « 4,282 
i 3 9 


[iTQREMA jjjj] Propiedad Aditiva de 


Intervalos. 


• ^,® s cont ‘ nua en [o» ¿>] y a < c < b y entonces / es 

integrable en [a, c] y en [c, ó) y se cumple que: 


Demostración 
Ver el problema resuelto 17. 


J f(x) dx - J /(*) </* + J f(x) dx 
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UjÉMPI^OJ2 j 

Solución 


Hallar cl área dc la región encerrada por la gráfica de la función 
/x) - 1 x + 1 \ cl eje X, las rectas x “ -2, x = 1. 


El área c A = 



dx 


La función J(x) - | x+ 1 | es continua en el 
intervalo [-2, 1] y, por tanto, es integrable en 
este intervalo. Además, 


| x + 1 



—x—1, 

X + 1, 


x<-l 

x£-l 



Dividamos el intervalo [-2, 1] en los intervalos [-2, -\] y 1-1,1] para obtener: 



REGLA DE SUSTITUCION PARA INTEGRALES DEFINIDAS 

Vamos a extender la regla de sustitución al caso de las integrales definidas. 

| TEOREMA 3.11] Si g es diferenciable en [a, b ] y/es continua en el rango de u 

= g(x), entonces 

r t r «*> 

f(g(x))g'(x)dx= I f(u)du 

J o J iM 

Demostración 

Sea F una antiderivada de/. F(g(*)) es una antiderivada de AgW)g’M. 
entonces, por el segundo teorema fundamental del cálculo, 

| /(«(*)) g'(x)dx = Ffáb))-F(g{a)) (1) 

Invocando otra vez al segundo teorema fundamental del cálculo, 

Í g(b) 

f (u ) du = F\g(b)) - F[g{a)) (2) 

s(«) 

De (l) y (2) obtenemos: 

f a r 

/(?(*))*'(*)*' f( u > du 

J „ J *(«> 
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C 2 _J^L- 

ioTP^ 


Hallar 


Solacióo 2 x 3 + 9 Bronces 

- PÍO) = 9 y *-2=»«-«0-2S. 

I^ 0 ' , , , /-*(2) . . r 25 

-K-r-^r-í^-* 


rrJEMPLOMn Hallar J sen 2 26 eos 26 d6 

Solución 

Sea w = g(x) = sen 20. Entonces du = 2 eos 26dd y 
0=0 => u =g(0) = sen 2(0) = 0. 0= ^=> u = g(n¡A) ) = sen (2(;r/4)) = 1. 
Luego, 


/•*/< i r */4 

sen 2 20 eos 20 ¿0 = - sen 2 20 (2 eos 20 í/0) 
Jo 2 J 0 


i f * ( ' /4) . ir 1 i 

r 31 

i 

= ~ í « 2 í/w = - f u 2 du = — 

u 

i 

Jjr(O) 2 J 0 2 

T 



PROBLEMAS RESUELTOS 3.3 


Ítkoblema r| 


Solución 


Evaluar: a. 


c. 
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a. Por el teorema 3.8 : ^ J Q 6 '' * = * * 

b. Intercambiando los límites de integración y usando el resultado anterior: 

í. f V ,J <A= - f e^dt =- a'* 2 

dx ), * Jo 

c. La integral [ e" 2 di es una constante. Luego, i-' *= 0 

J 0 

d. Una antiderivada de ^ es e . Luego, 


| PROBLEMA271 Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones: 

,. ft 0 =r/T T7d, 2.GM-f" ^^T 7 d r 

Jo 

Solución 

Sea g(ii) = Í >/ 1+ ** dt . entonces g’(«)= VT«V (Tco.j.8) 

J o 

1. Si h(x) = In x, entonces F(x) = g(/»(x)). Luego, por la regla de la cadena , 

/-rf 1"\ V l + ln 3 x 

F\x) = g\h(x))h\x)= g’(lnx)/> (x) = i/ l + (lnx) |jJ-“ 

:n x, entonces 

Í o ,_ r «”* , -- 

y¡\+¿ dt =- V 1+í —«(*(*)) 

sen x Jo 

Ahora, aplicado la regla de la cadena: 

G\x) = -g\h(x))h\x) = ->/ 1 +sen 3 x (cosx) = -cosx>/ l + sen 3 x 


2. Si /t(x) = sen x, entonces 

r 0 

G(x) 
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esto es. W) 

derivando. 



1 + In 3x _ eos x yj 1 + sen 3 * 


¡PrOBLF^-^ 

S° lucl6n 1 + 77 . En este caso, 

Hacemos el cambio de variable w 

/ =(«-O 2 . <*=2(«-l)A y I-V/-2-U 
Además, /•* => “ = 2 X u = 4. Luego, 

f’i^Lr = £ 4 £^[2(«-l)<&]' 2 J 3 (-“+3-f]rf U 

] 4 ^ 

= 4 Jn — — 1 


T 2jr/3 rfr 

¡PROBLEMA 4.1 Calcular --— 

Jo 5 + 4c 


4cosjc 


Solución 


Hacemos el cambio de variable z = tan —, para el cual 


I-* , 2 4? 

cosjc= -- y dx= —-V 

l + Z 2 1+2 2 


í = 0 ^ r = tan - =■> » = n. 2,1 —_2 ti/3 


Luego, 


=> 2 - 0 ; * = — => z = tan Z7t/ J =«/T 
2 3 2 


II 

-s 

1 

•ah* 

fN| | J+ 

«5 


2 

-1 z 1 

o 5 + 4cosx 

Jo 5 + 4Íl¿ < 

Jo 9 + z 2 

= —te 

3 

in 3 J 


1 + 2 

_2 7t « 

T7' 0=I 

3 6 9 


15*7 
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Calcular 


f 16 x UA dx 

J o 1 + * U2 


Solución 

Sea z*-x. Entonces dx-4z 3 <¿z, => 


Luego, 



z = 0, x = 16 => z 



* +4tan' 1 2 
3 


2 . 


^roSlEMÁXI Calcular j'J 2 + 2 cos~^ da 



f 5 dx 

[PROBLEMA 7T| Calcular j ^ ^ +4jc _ x ^ 


Solución 


r 5 * f 5 _ = i== 

j 2 7TTTí 7 Lvb-í*- 2 ) 2 


Sea u = * - 2. Entonces du-dx, x‘2 


u = 0, x = 5 => U = 3 










































Solución 

Sea u- sen 1 


Entonces 






t = o => « 



U = 



Calcular 



Solución 

Sea u=/- Entonces du = 3 /& y 
Luego, 

. i 

JOyjy 


= 0 


u = 0, ^ = 1 

du 


w= 1 


2^_ = l f'_3y 2 ± — = 1 f ‘ 

77 3jo/77) 2 +4 3J »V« 


^(/) 2 + 4 J J»V« ¿ +2 2 


¡PROBLEMA 10.1 Calcular 
Solución 



f m3 ^ * l 

Jtoj cosh 2 jc J k 


sech 2 x dx = tanh* 


e h3 + e -h3 


- In 3 

- bi 2 
,-üi2 


e h2 + e - ta2 


= tanh (In 3) - tanh (In 2) 

3-3-' 2-2-' 1 
3 + 3' 1 2 + 2' 1 5 


ÍSollMAa] Hallar fj^U 
Solución ~ 2 

Ax)=l x s '-t 2 -i>o 
Í'^H s ¡* 2 _ 1<0 


<*/•* 
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1 PROBLEMA 12.1 Mediante una integral definida hallar el siguiente limite. 
fr-L . Lim í—+-!_+ . . . +-7-'| 


Lim z . 

n-^+oo f _ j n+i 


n—M-ao^/í + l n + 2 


n + n ) 


Solución 


En S„= ——^r + - • • + — 

" w+l n+2 n+n 


sacamos factor común — *. 

n 


s ” = ( 


1 1 
- + - 


1 


1 + 1/n 1 + 2/n 


n+n/n)n 


Vemos que S n es la suma de Riemann para la función j{x) ^ + ^ ’ correspondiente a 
la partición regular del intervalo [0, 1] determinada por 


A x=-\ x — —, / = 0, 1,2. n y la selección c t - x, - 

n’ ‘ n' n 


En efecto: 


¿/(c,)Ax=¿ ]- = ¿ — ■ 77 + 7T2 + ' • ' + 


i 

n + n 


Luego, 

L¡m f — - f — dx =( ln(l+Jc)V = ln(2) -ln(l) = ln2 
n ->+ce , = l n + i J (J 1 + x ' J o 
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¡W 

fp ROBLEMA 13 7] Hallar el área de la región Q encerrada por el eje X y | os 
gráficos de las funciones y “ s/x + l , y - - x + 5. 

Solución 

Hallemos los puntos donde los gráficos de las funciones se interceptan. 

^777= -x + 5 => x 2 - Ux + 24 = 0 => x = 3 ó x = 8 

Desechamos la solución x = 8 porque ésta no satisface la ecuación inicial. 
Ahora, para x = 3 obtenemos y = 2. Esto significa que ambos gráficos se interceptan 

en el punto (3, 2). _ 

Por otro lado, el eje X es cortado por el gráfico de y = V x + 1 en x = - 1 y por el 
gráficode y = -x + 5 en x = 5. 

Observando el diagrama vemos que: 

A (Q) - A(Q|) + A(Q 2 ) 

Pero, 



A(Q,) = j’v777A=g(, + l ) 3/2 ]^ 


A (Q 2 ) 


-//<■ 


-x+5) ífc= j-^-+5x | =2 


Luego, A(Q) = — + 2 = — 

3 3 


[P ROBLEMA 14 j Hallar el área de la región Q limitada por el eje X, la catenaria 

y = a cosh - y las rectas x= -a, x = a 
a 

Solución 
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2 a‘ 




Í xíl í Í 2 

y] l + - sen *' x ““J” 


Solución 


Podemos proceder como en e» ejemplo 5, hallando los valores extremos de la 


función J[x) = J 
ánimo de mostrar otros caminos, procedemos de otra forma. 


1 + — sen 2 * en el intervalo cerrado [o, idi\. Sin embargo, con el 
4 


Sabemos que, para todo real x se tiene: 

- 1 < sen x <r 1 => 0 <sen 2 x < 1 => 0 <-sen 2 x => 

4 4 

1 + 0 < 1 + —sen 2 x < 1 + — => l < l + -sen 2 x < — => 

4 4 4 4 

/T l + isen 2 x S => 1 S J l + isen 2 x 

La desigualdad anterior es cierta para todo x real. En particular se cumple: 

1 < ^ l + -^sen 2 x <, , V x e [o, ti/2] . 


Luego, por la propiedad de acotamiento, 

• k(1 


n f * a Í~1 r . ,, VT It njl 

— < I J l + -sen x dx <-= - 

2 J 0 V 4 224 


| PROBLEMA 16.| Probar que | J f(x) dx | < J |/(x) | dx 
Solución 

Usaremos la siguiente propiedad del valor absoluto: 

\x | <k O -k £k 

Bien, tenemos que: 


Ax) £ \f(x) | => -\f(x) | £ Ax) i |/(X) | => 

- jjAx)\dx¿jy(x)dxS J |/(x)|* => j j f( x )dx I < j'l/Wlcfa 








































Capitulo 3. La Integral Definida 



162 


I problema íTl (Teorema 3.10). Sif es continua en [o. ó] y a < c < h, 
- - entonces fes integrable en [a, c] y [c, b] y se cumple: 


J f(x) dx=J f(x) dx + j f(x) dx 


Solución 

Si f es continua en [a, b], entonces fes continua en [a, c] y en [c, b]. Por el 
teorema 3.4, f es integrable en [a, c] y en [c, b]. Por otro lado, por el teorema 3.8, 
/ tiene una antiderivada en [a.bJ.Sea F esta antiderivada. 

Ahora, usando el segundo teorema fundamental del cálculo, tenemos que 

["f(x)dx = F(b) - F(a) = [ F\b) - F(c) ] + [ F(c) - F(a)] 

J n 

= J f(x) dx + j f(x)dx = J f(x)dx + J f(x)dx 


_ PROBLEMAS PROPUESTOS 3.3 

En los problemas del 1 al 42, evaluar las integrales definidas 


, j> 

15 

2. f (2+e)* 

J n 

/?p/a. 3(2 + e) 

f 3 . 


w u 

/• 1/2 


J 4x dx 

Rpta. 10 

4 - (2^-1)^/ ty, 0 . -l 

^ JÍ (^w 2 -4m + iJ 


J -1/2 


du Rpta. 6 

*■ í/* 

/?p/a. 20 

Í M)dr 

J 0 

Rpta. -2 


dyRpta. 40 

25 




I yfü du 

f 4 f , 

Rpta. m 

Í 5VT(jt-l)¿r /?pra. 111 

J i 3 

J.ta" 1 )* 
- 1 

Rpta. -1 

U. s/JZ ] 

Rpta. ^ 

1 6rf r 2 +| </, 

J 0 

r * . 

Rpta. 4n/2 - 2 

14. Í 

J i V 4u + 9 

Rpta. l(s-VTJ) 

| 

J o 

Rpta. j(e-l) 

16. í" 

Jo(l + w ) 3/3 

Rpta. i 
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"■ \;&r‘ ‘ **? 

19 . f C ^L_ Rpta In 2 20. f (3x + 4)e 2t dx /?pta ^ 

J , x(l + lnx) Jo 

21. | 9>/7>/l dx Rpta 104 22. j -j= RptaA-Jl 


Rpta 1 


■ dx Rpta 0 


■ In 2 2 jc , c 1 f 1 

-- dx /?pfa-e — 24. | | x | dx 

i e* 2 e J _j 

25. J | x 3 | dx Rpta j 26. | e~ x c 

11. | y¡ |x |-x dx Rpta | 28. j |x 2 -x)dx Rpta y 

29. í . ^ --= ■ Rpta —^= 30. f —- Rpta In i 

Jo JT^lx* 4/2 J 3 x 2 -3x + 2 

31. | sen (ln x) ^ i-cosl 32. j sen 3 x cos 3 x dx Rpta y 

Í m 4 . * 8 ti 

sec 4 x dx Rpta — 34. J cot 4 x dx Rpta —j= + — 

Í rc . f * e 1 _J J{ 

I cos 3 .v I dx Rpta — 36. I - — dx Rpta tan e—— 

o 1 1 3 Jol+e 2 * 4 

37. f Rpta ln 2 38. f z 2 2~ z¡ dz Rpta —í— 

J, xlnx Jo 61n2 

39. ^ senh 2 * dx Rpta senh (2) — — 40. J cosh x e* alh 'dx Rpta e iCllh! — \ 

41. f C ° sh — dx Rpta Itn (1+ senh (2>) =ilníl + ^-—-lyl 

J o 1 + senh 2x 2 2 ^ 2 2e‘ ) 

42. f - ~ C dx Rpta i h» (cosh (2)) 

J o e 1 ' + e~ 1 ' 

En los problemas del 43 al 48 hallar el límite dado , expresándolo como um 
integral definida y evaluando la integral. 


43. Lint V — - Lim — Y - 
n -►+ «o i m , n n -m-<® n lmt n 


Rpta. f x dx = — 

Jo 2 






















Capítulo 3. La Integral D e f 



J 1 XT' / . 

VÍ_ = Lim - 2, 3 
44. Lim 2 . < /,-++°° n /mt fi 

2^(201 



JL i 2 

í. Lim 


n -*+ 00 

,m i" 


V n 

. Lim 

n -*+ 00 

,h(*+o 2 


47 -.5 , .¿,7í7»+' 

2 ^ 2//a I «*<& ~ e 2 - 1 

48. Lim - ¿ * Jo 

En los problemas de! 49 a! 52 hallar ¡a derivada de la función 

r'íx sen x 


n dada. 


49. F(x ) = 

f 77 

I sen (t 2 )dt 

sen x 

Rpta. — j= 

2 yR 

50. G(x) = 

r ® 

i sen(t 2 )d/ 

Rpta. 4x 3 sen(x 8 ) 

51. //(x)= J 

| sen (/ 2 ) d/ 

Rpta. 4xW* 8 W^¿ 
v ’ 2Vx 

52. /(x) = j 

f > J e~'' di 

tari ,r 

Rpta. - —re~ 1/x 2 - sec 2 x é 

X 


J unx * 

En los problemas del 53 al 55 probar las desigualdades 

53. 1S í -y—&S- 54. -< f 

J,x 2 +5 2 6 J, 

55. 1< í yfi+7 dx <VT fc 1,414 

J o 


dadas. 

Xtl 

sen x dx< — 

^ x/6 ^ 


Probar: 7TÍ7 s! + x\ V* ¿0. Sugerencia: 1 + x 3 <(l + x 3 ) 2 
b. Usar la parte a para mejorar la desigualdad 55, probando que: 

-i'^' ! 


1 < 

a Pruebe que: 0£jc£l 
l> Usar la 


probando que: 

1+jc 3 dx <- = 1,25 
4 

4-2x 2 S 4 -x 2 -x 3 :S 4 — jr 2 

A I 


parte a para probar que — < f _ 

^ J n 





U»/ 00 
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58. Si/es continua, probar que: J /(-*)<& “ | fix)dx. 

Sugerencia: Sea u = -x 

I h r h+e 

f(x+c)dx - J f{x)dx. 

Sugerencia: Sea u = x + c. 

60. Probar que: J x m (l-x)"dx - J x"(l-x) dx 
Sugerencia: Sea u = 1 -x. 

- *n e xrí 

61 . a. Si/es continua, probar que J /(eos x) dx * J ^ /(sen x) dx 
Sugerencia: Sea u = n/2 - x. 

- *n r 2 

b. Usando la parte a, probar que: j cos 2 x dx = j ^ sen x dx . 

En los problemas del 62 al 65 hallar el área de la región encerrada por el 
gráfico de la función dada , el eje X y las rectas verticales indicadas. 


Rpta. 12 
Rpta. 4 
Rpta. 23/3 
Rpta. 1 


62. J[x) = x 2 +1, * = 0, * = 3 

63. h{x) — e 2 \ x = 0, x = ln3 

64. g(x) = 1 + Vx , x = l, * = 4 

65. J(x) = lnx, x= 1, x-e 

66. Hallar el área de la región encerrada por el gráfico áefx) — x +9 y el eje X. 

Rpta. 36 

67. Hallar el área de la región encerrada por el eje X, las rectas a = -1, x - 3 y el 

• íx 2 Si X<íl Rnta. — 

gráfico de la función J{x) — 1 x s i x >• 1 3 

68. Hallar el área de la región encerrada por el eje X, las rectas x^ 1, x 4 y 


gráfico de la función J[x) j x ^ 


Rpta. 


69. Hallar el área de la región encerrada por el eje X, el eje Y, la recta x 5 y 

gráfico de la función flx) = | 2x - 6 |. ppta 

70. Hallar el área de la región encerrada por los gráficos de fx) = 1/x, *(*) = 1 

recta x - e 2 y el semieje positivo de las X. 


5 1 . ~ 

Rpta 1+ 2 n2 
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Area de una región Q encerrada por dos rectas verticales x — a , jt = ¿ . 

gráficos de dos funciones continuas ~/l x ) e ~ S( x )’ 




L » A 

¡ TEOREMA 3J2j Sean >' =/x) e = £(-t) dos funciones continuas en la Al 
tales que JW > *(*), V * en fa, A|. Si Q es la región 
encerrada por las rectas verticales x = a, x = b y los gráficos 
de / y f, entonces el área de Q es: S 


A (Q) - í [/(x)-g(x)] dx 
_ J_a _ 


Demostración 

continua. Por el teorema 3.4 d ° S fllnciones continuas, es 

de fa Al a A ^ 61 T ° mem0S una P art 'ción regular 

de k * longitud A* = *Z£ p„ , ... 

Dun ,., 2 • En cada submtervalo [xtomamos un 


5 llama elemento de área La 
AÍO). , r C ' Ón a,áreadeQElár « exacta es: 

_ /*[/(*) _ g(x) ] 


\ Cy JJ ¿XX 

A este rectángulo se le lia 

rectángulos nos da una aproximación ^Tárea d^n La SUma del área de estos 

area de Q- El arca exacta es: 
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I OBSERVACION. 1 Geométricamente, la relación f(x) > g(x) en [o, b ] significa 
que el gráfico de / está arriba del gráfico de g. En estos 
términos, el teorema anterior nos dice que 


r fl 

A(Q) = I [ función superior - función inferior] dx 


El área de una región bajo una curva, tratado en la sección anterior, es un caso 
particular del área de una región entre dos curvas; es el caso g = 0. 


1 EJEMPLO 1.1 Hallar el área de la región Q encerrada por las rectas x - 0, x - 1 y 
los gráficos de las funciones 
/(x) = -x 2 + 2x+l, g(x)=x 3 -l 

Solución 

Observemos que en [0, 1] la función 
superior es J{x) = - x 2 + 2x + 1 y la 
función inferior es g(x) = x 3 - 1. 

Luego, 

A(Q) = | [(-x 2 +2x + l)-(x 3 -l)]d!x = J [-x 3 -x 2 +2x + 2]dx 



=-+ x" 

4 3 


2x 


1 1 , „ 29 

"4 "3 +l +2 “ 12 


i EJEMPLO 2.1 Hallar el área de la región Q encerrada por los gráficos de 
y(x) = 3-x 2 y g(x) = x+l 

Solución 

En este caso, los valores a y ó, que dan las dos rectas verticales x = a y x = b, 
son dados por los puntos de intersección de ambos gráficos. Tenemos: 

3- x 2 =x+ 1 O x 2 + x - 2 = 0 

<=> (x + 2)(x - 1) = 0 
O x = -2 ó x * 1. 

En [-2,1 ], la función superior es flx) = 3 -x 2 
y la función inferior, g(x) = x + 1. 

Luego, 

A(Q) = J [(3-x 2 )-(x + l)]<fa = J [(-V-* 
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- a. * - — 0 —* P ° r ’ OS 

- - funciones . . 7 


A*)- 


x*-2x y g(x)=-x 



Vemos que la región Q está dividida en dos subregiones disjuntas Q, y Q En 
Q ( la superíor es f. En cambio, en Q 2 la función superior es g. Por tal motivo, el 
área de estas subregiones debe ser calculada separadamente. 

En Q jt /x) £ g(x) para todo x en [-3/2, OJ. Luego, 

A (Q,) = J [/(x)-g(x)]¿it =j j^(x 3 -x 2 -2x)-~a rjrfr 

“f h x, -7 x h m (í x4 -i x3 --* 2 l° 

*'- 3 2L 4 J U 3 8 J_3 2 64 

£n Q 2 > Si x )>f(x) para todo xen [0,5/2], Luego, 

último V 3 8 J 


Por último 


1.375 
o 192 



| EJEMPLO 5.1 Hallar el área de la región Q encerrada por el gráfico 


J{x) = x i -2x 1 -3x y el eje X 

Solución 

Hallemos la intersección de/ con el eje X. 
x 3 - 2x 2 - 3x = 0 Ox(r+lXx-3) = 0 

Ox = 0,x = -l,i = 3 

Dividimos la región Q en dos subregiones: Qj y 
En Q,, la función superior es flx) = x 3 - 2x 2 - 3x 



y la inferior, g(x) = 0. Luego, 

A(Q,)= J t [At 3 -2* 2 -3x-°]<fa 
En Q 2 , la función superior es g(x) = 0 y 
la inferior es ftx) = x 3 - 2x 2 - 3. Luego, 

A(Q 2 ) « í [o-(x 3 -2x 2 -3x)J dx = í [-x 3 +2x 2 +3x]dx 

Jo • 0 





























Demostración 

Se procede como en la prueba del teorema anterior, tomando una partición del 
intervalo fe, * de longitud * -¿=£. E, elemento de área, en este caso es un 
rectángulo horizontal de base Ay y altura h(y) - 

JE*¡Me^badS^ 50 ? sl S ni ^ ca flueel gráfico 
e! teorema anterior dice que ¿ LUCg °’ 60 eSt0S términos * 

A<Q> ‘fe f ^ unc 'ón de la derecha - función de ,a izquierda] dy 

Halla7eÍTrriT~ -- 

ecuaciones c í> ,0 n Q encerrada por los gráficos de las 

x ‘-y + I y x=l-yl 
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Solución 

Hallemos la intersección de los gráficos: 
-y + 1 - 3 - y 2 <=> y 2 -y- 2 = 0 0 

(y-2)(y+ 1) = 0 <=> y = 2 óy = -1 
Los gráficos se intersectan en. 



(-1,2) y (2,-1). 

El intervalo de integración es [-1, 2] en el eje Y. En este intervalo, fly) = 3 - y~ 
está a la derecha y g(y) = -y+ 1 está a la izquierda. Luego, 


A(Q) 


■í>r 


y 2 )-i-y+ 1 : 


1 2 

[-y 2 +y + 2^f/y 


I OBSERVACION. 1 El área de la región anterior se puede calcular también con el 
método del Caso I, dividiendo a Q en dos subregiones, por lo 
cual es preciso calcular dos integrales. 


| EJEMPLO 7. 1 Hallar el área de la región comprendida entre el eje X, la recta 
horizontal y = 3 y encerrada por los gráficos de las funciones 


y x =—y 


Solución 

Hallemos las intersecciones: 

— V 3 — - y 2 + —y <=> 

8^ 2 

Xy+io)(y-2) = o O 

y = 0, y- -10, y = 2 


*vh 

ii 

2 5 V' 


- 

0 X 


Como la región Q está entre el eje X, 
que tiene por ecuación y - O, y la recta 
horizontal^ = 3. 

El intervalo de integración es [O, 3] sobre el eje Y. A la región Q la dividimos 
las subregiones, Q t y Q-,. 














































Luego. 





203 

96 


„ . _ II . 203 _ 379 

A(Q) ” A(Q|) + 6 96 96 


PROBLEMAS RESUELTOS 3.4 _ 

[PROBLEMA TT] Hallar el área de la región Q encerrada por | a parábo|a 

x J =4<J>' y la Bruja de Agnesi y = — 80 - a>Q 
x +4a 2 

Solución 

Hallemos los puntos de intersección: 


8a> 


O 



4o x 2 +4o 2 
x 2 (x 2 + 4a ! ) = }2a 1 o 
Jr 4 + 4a V -32a‘ = 0 O 

(x 2 + 8a ! )(x 2 -4a ! ) = 0 => 
x 2 =4a ! =>x = -2 a ó x = 2a 

Luego, el área de la región Q, .ornando 

Q) = 2 f 8g] 1,1 r 2» , 

J.U^-f *■"} f *■* 

y Jo JC +(2cr) 2 2o J 0 

= i&’f-Lta-i] 2 ” _ i r i -i* 

L2a 2 < 44 = 


) en cuenta la simetría, es 


= 8 1 íJ- r J = 


8a 2 tan XI) --V 
3 
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la intersección de los 


1 


C,: x‘+y 


= 4, C 2 - * + y 


Solución 

Hallamos los puntos de intersección: 

4 _ x 2 = 4x - x 2 <=> 4 x = 4 => x = 1 => 
y-±-l 3 

Despejamos x en ambas ecuaciones: 
x 2 +y 2 =4 => x = ±yj 4-/ 


x 2 + _y 2 =4x => x =2± >¡ 4~y 2 



De estas curvas, las que conforman la región de intersección son: 
x = J 4-y 2 y x-2-y¡ A-y 1 



| PROBLEMA 3. | Verificar que el área de la región encerrada por la elipse 


V 2 V 2 

Y 



_+ £_ = 1 es A = nab 
a 2 b 2 

b 

^ - 

-^ 


Solución f 


Q 

V- 

Despej ndo y en términos de x se tiene. —^ l ” 

0 


J a X 

y = ± —yj a 2 -x 2 
a 

-- 

-6 

—^ 

l w 


Sea Q la región acotada por la elipse que corresponde al primer cuadrante. U 
curva superior de la región Q corresponde al gráfico de la función 

y = — Ja 2 -x 2 . donde 0 <x£ a 
a 

Por razones de simetría, el área acotada por la elipse es 4 veces el área de la 
región Q. Luego, el área buscada es: 













































, 5 ^ + J~señ 6 cos 

O ,lsenffco s0 24 

regresando a 0)’ 

Fins,m 
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*0 + — sen 0cos 0 + ¿ 

l 6 16 ( 


MQ) 

=12 a 


T, ÍM i>0. En el circulo trigonométrico * 2 = , t0 
^^punto P-(«t. sen t). En la hipérbola * 2 -, 2 = , 

punto Pe, - (cosh t, senh t). Probar que las dos regiones i ndica< ¿ 

en los gráficos tienen igual área y esta es 




Solución 

a. Círculo trigonométrico. 

Sea S el sector circular determinado por el arco de / radianes. Para calcular su 
área no necesitamos usar la artillería de las integrales, nos basta un simple cálculo 

elemental. El círculo tiene radio 1 y su área es 7 t(l) 2 = n. Esta área corresponde a 
toda la circunferencia, la cual tiene 2n radianes. Luego, el área del sector 

determinado por I radián es -~ = ^ y el área del sector S, determinado port 

radianes, es A(S) = - 
2 

a. Hipérbola. 

:i“,2t la T" indicada - Calculamos A(Q) 
integrando mediante rectángulos horizontales 

La función de la derecha es jr = 

senh t). Luego su ecuación es 
, = cosh/ 

cosh ' S¡h7' 
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Luego 

> *enh l 


y dy 


. , . » $enli i 

Ln^*-35í. • 

,_ , , ,-1" 1 cosh r senh 2 í 

.SÍLiVl + seni* +^»n senh í W 1+senh t — —J”* 

= isenh r cosh r + iln | senh r+cosh r | - -senh i cosh r 


i i 1 | e* — e~‘ e +e 

= Iln|senh/ + cosh/| = -ln | ~ + Y~ 




[prOBLEMaTI Hallar el área de la región encerrada por la curva 

j,W( a W),a>0 

S SqI región encerrada por la curva y sea Q, la pane de ia regton Q s,otada 
prmer cuadrante. Como la cutva es s.metnca respecto al eje X y al e, 
que A(Q) = 4 (Qi)- 

La curva corta al eje X en x = -a, x = 0 y x- -a. 

La parte de la curva que determina la región Q, es la 
gráfica de la función y = xja*-x 2 . Luego, 

- 4 j" ,17^2 * - j_" E777{-i, *' 





a x 


I PROBLEMA 8.1 Hallar el área de la región encerrada poor el lazo de la curv 

y 1 =x 4 (jt + fl) 

Solución 

Sea Q la región encerrada por el lazo y sea Qi la 
parte de la región Q sobre el eje X. Como la curva es 
simétrica respecto al eje X, se tiene que 



































7* /o " a ' M » •I ¡I Mor W iraa da la raglán am arrada par lo 

drías fincháis Mas y ¡as radas Indicadas. caponas 

*'Jb') m y\ ¿rtv)«O l< y--1,^-3 

rt,j v+J> y.., ymA 

'«• *•/, *-y'+2,y-0.y-| 
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ma.rrad.porU» 


Capitulo X. U ** ftnld * 

fi „ *1 13‘I’ 7 h, " ar ,{ áM 

t^flcasd. la, flu.cU.no dado. Rp(<1 „ n 

u. A*)" *’ -**■ * x)m *-* „ , A 

Kplfl 4/3 

13, y• -x 1 + 2x + 1. y “ 2x 

Rp/fl 8 

,4 >- Ay " 4t Rpta. 37/12 

15. y - (x + IX* - OC* - 2 >* y “ 0 

(TO/w-* J - 6 * ,+ **• * (x) " 0 Rp,n - 

M/ , «pm 64/3 


dadas. 

1 H. *-8 + 2y- y 1 . *-3y + J 


i«.x - 7 y * * m y 

•J 


Kpfti 125/6 
Rpta 16/3 


20. llalla, el área de la región encerrada por la curva JT * -H- y ’ 0! ' c,es 
coordenados. 

21. Hallar el Urea de la región encerrad. por los grifreos de A 1 ) “ " y * x) 

Rpta. — - 1 

22. Hallar el .dea de la iegión encenad, por las recus . - 0. -J , *» * 

las funciones y»x I +4 e y m x* «pío 151/12 

23. Hallar el órca de la región encerrada por las rectas x ■ 1 / 2 ,* • 2 y los gr treos e 

las funciones A*)“ *’ y *<*>“" *pta-* 9n4 

14. Hallar el órea de la región encerrada por los gráficos de las funcones. 


y - g\ y-lnx, y--x+l. y--x + *+ 1 


Rpta — 


25. Hallar el área de la región encerrada por el gráfico de KO Un ^ * c * c í c * y 

rectas x m 0, x m it/2 Rpta In 2 

26. Hallar el órea de la región encerrada en un. semrhond. de y - sen *. y el eje X. 

Rpta 2 

27. Hallar el Area de la región encerrada por y - sec v, el eje X y Us rectas 









33. Hallar el área de la región encerrada por la circuferencia 
x 2 + y 2 = 16 y la hipérbola x 2 - y 2 = 8 y que es 

mostrada en la figura. 


«teiS-|nüV3 
3 >/I 


34. Hallar el área de la región acotada por: y = \ el eje X y J a recta 

2-10e' 2 

35. Hallar el área de la región acotada por y el eje x y |arec(ajc = e 

e 2 /4 


36. Hallar el área de Ja 


región encerrada por los gráficos de 
y= >/* + 


37 ‘ Hallar el área de la 


Rptc¡^ —?-í 2—L) 

ani .. 3 ] n2Í In 2J 

“ región encerrada por los gráficos de 

„ ,g 

3 *-Hallar el áre a de ( e 2 2 


J9 -Hallar el área de la 


y ~ eos" 1 * D . ^ r~ 

Rpta. 2-VT 




ac °lada por el lazo de la 


curva: 
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40. Hallar el área de la región acotada por el lazo de la c 


i „ 40 ^ 

/»z(5-x) 2 *P* — 




SECCION 3.5 

VALOR MEDIO PARA INTREGRALES 

Por razones prácticas de comparación, muchas vece se hace nettstuio 
valor medio de una función continua en un intervalo. Por c J ef "P¡°¡. . . 

velocidad promedio de un tren en un viaje de 5 horas, e (lujo 
aguas de un rio, etc. El valor med>o de una fi.nc.on es 
promedio de un conjunto finito de números. Si las 

miembros son 5, 8, 15, 45 y 50 años respectivamente, la edad promedio de esta 
familia es 

5 + 8+ 15 + 45 + 50 


24,6 años 
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nC una función continua y ~ ^ 

la integral definida, tomem 0s 

a una 


Jnc 'ó!" *n 


pro' 


csB p«”"' d " , ‘ ‘ mos »n a 

Psra -T^ p0r * " "' " " * J% 

^ular de (* ' , intervalo [*,-t> X J- Uñemos q Ue *"J S . 

, , ... „ 

J-ÍA‘,)to 

b-a)TÍ 

*—l»’*' ■ “ — * *-» , 

Bte resultado nos induce a la siguiente definición. 

f DÉnmm] Se a / una función continua en el intervalo cerrado f a h] 

‘ " llama valor medio (V. M.) ó valor promedio d e V ’ Se 

intervalo [ 0 , ¿>] al cociente ' e n el 


^ JEMPL0 *• 1 Un automóvil recorre una carretera durante 4 horas 

velocidad de i(/) = 90 + Sí + r 2 km/Ii -r„íi , ^ ^ 

Solución TOdia du ^'as 2 últimas horas? 0 3 VeloClda 

Velocidad Media=—!— ['l%j.v,., 2 \ . \( , 11 " 

4-^t 9 ., 2333 ,^ 


¡EliMPLdJJ Una e -I 

práctica, puede escnbn'Xl^Tíf n ° Sraf!a> después de 1 horas 

A') palabras por minuto, donde 

a. ¿Cuál „ )a Á '¡> = ? 0(l - e -0.05t) 

6 '¿Ses a | e0C djd med ' a dUran ' e 125 40 primeras horas £ 

3<i ™ dla en el intervalo de práctica [30,40]? 
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Solución 


. V.M. 


b. V.M. 


.0 , 90 f “(t-e- 00 *’V' 

i90(1-^“*)* -4ó) o 1 
40-° J o . 9 

-1*0 9 r ^.O5.1 4 °=i(40 + 20e )-4^ 0+ ^ 

~[‘+ 20e Jo 4 v 

41 _ 0,05 J o 

^ 90+ li-45*51 palabras por minuto. 

e l 

- _J_ f 4 °90(l-e-° 05, )‘* “ « í 

40-30 J jo V j3 ° 


- 9 (40 + 20e- a )- 9(30 + 20e -1,5 )- W palabras por minuto. 

E , sigo,ente resu.tado nos dice q ue el valor medto es alcanzado por la funcón en 
un punto intermedio. 

ÍTÉ0REM*TÍ4] Teorema del Valor Medio numeto c tal que 

- -Si / es continua en [a, b J, entonces 

a<c < b y 


| f(x)dx = f{c)(b - o) 


Demostración 

Sea F una antiderivada de/. Por el segundo teorema fundamental del cálculo, 

Í /> 

f(x) dx = F(b) - F(a) O) 

Por otro lado, por el teorema del valor medio para derivadas existe un número c 

tal que a <c<b y 

F(b) - F(a) = F' (c%b -a) = Ac)(b - a) (2) 

De(l) y (2) obtenemos que j" f(x)dx= j[c)(b-a) 
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rjjjjÜPLÓX] Hallar el valor medio de fix)=x-2 en el intervalo [1,5]. 
L —- b Hallar un punto c en (I, 5] que satisfaga el teorcm, dt| 

valor medio para integrales. 


Solución 


‘ v - m -¿/, 5 {t ' 2 ,a= Ít _2í ] i 

b. Se debe cumplir que fie) = V.M. Luego, j{c) - 1 
=> c- 2 = 1 => c = 3 


/Te)-1 



EJEMPLO 4.1 


Solución 


a. Hallar el valor medio de f{x) = x 2 - 2x + 2 en [0, 3] 

b. Halle un punto c en [0, 3] que satisfaga el teorema del valor 
medio para integrales, Esto es, 

1 f b 

Ác) ‘m] f(x) * = v M 


3-0 J 0 í* 2 ^+2 )<&=!! i— jc 2 + 2x 

b - Se debe cumplir que fie) = M.V. Luego, 

= 2=>e J -2c = 0=>c(( ._ 2) = 0 
c r° ó c 2 =2 

V emos que hay dos 


/T2)-2 



c l ® / c 2 ~ 2, que satisfacen el teorema. 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 3.5 


En ,„s problemas del I a, 8 hallar el valor medio de 

intervalo mencionado. Hallar los punto s c en el correspondiente tnterv , » 
satisfagan el teorema del valor medio para integrales. 

-- ' Rpta. V. M. s 0, c-3 


. fx) = lx-6 en [0, 6] 

• gi. x )~ +2 en [-1,2] 

. h(x) — mx + d en [a, b\ 


9 1 

Rpta V. M. = c« - 

( a + M , o + b 
Rpta. v. M = m -y- j + d, c = —y 


5. y = 4 - x 2 en [-2, 2] 

6. g(x) = x 2 - 2x en [1,4] 

7. /(x) = - x 2 + x + 2 en [0,3] 

8. jy = en [2, 5] 


Rpta.V.M.= Cj = - |/3 y c 2 = |>/1 
flpía. V M. = 2, c= 1 +V3 
Rpta. V. M.= y c= y(l) 

2 13 
ty/a. V. M =-, c= — 

3 4 


9. La temperatura en determinada ciudad entre las 6 A. M. y 3 P. M. esta dada 
por T\t) = 0,06 1 1 + t + 20 grados centígrados, donde t es el número de horas 
transcurridas a partir de las 6 A. M. 

a. ¿Cuál es la temperatura media entre 6 A. M. y 3 P. M.? 

b. Aproximadamente ¿a qué hora el termómetro marcaba esta temperatura media? 

Rpta. a. 26,12 grados b. 10: 45,4 A M. 


10. Después de t semanas que brotó una epidemia en una ciudad, J[t) miles de 

personas han caído infectadas, donde ft) = - -j-r- .¿Cuál es el promedio de 

1 + 19e 

personas infectadas durante las 3 primeras semanas? Rpta. 2.539 personas 


11. Una inversión de S 200.000 se coloca por 3 años a interés continuo al 4% anual. 
Hallar e! valor promedio de la inversión durante los 2 últimos años. 

Rpta 2.500.000(e 0J2 -e 0< "216.715,19 
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SECCION 3.6 

ESTEGRACION NUMERICA 

-i--, , Z se calcula mediante el segundo teorema funn**, 

V r antidenvada. Sin embargo, hay dos casos en que ^ 

ó*" 10 - ouedeseeuirse. Estos son: 

cam " W p '• „ nene una antiderivada elemental. Es decir, cuann 

a. C**do ' a ^; ,0 ^. pue Je expresar en términos de funciones algebré, 

"expon P enc,a,esMogan,micas. Porejemp.o: ^ 

i-r r 


= v i-x 4 . y = 


y ='- ? , y = sen(ar 2 ). y 

h Cuando no se conoce la función en su totalidad y sólo se conocen algunos valores. 
Estos valores, por ejemplo, pueden haberse cosegutdo expenmentalmente en m 
laboratorio. 

Cuando enfrentamos una de estas dos dificultades, viene a nuestro auxilio la 
integración numérica. Esta nos resuelve el problema hallando valores aproximados 
de la integral, con el grado de exactitud deseado. Presentamos, a continuación, tres 
métodos: La regla del punto medio, la regla del trapecio y la regla de Simpson. 

En lo que sigue, tenemos una función / continua en el intervalo [a, b]. Tomamos 

una partición regular de [a, b] de norma Ax = -—- y determinada por los puntos: 

n 

x¿ = <3 ’ x, =xo + Ax, x 2 =x 0 + 2Ax, x, = Xq + /Ax, ... x n =6 

regla del punto medio 

Tomamos la selección c, igual 
al pumo medio de [x,_, Xf ]: 

= "x¡ = 

2 

u regla del punto medio dice: 

0 x, c, X, Cj x, Cj X, X 



J/M* ^ 
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Solución 


Tenemos./x) 


,J-, a = 0, 6=L n=l°, — 10 


_ , _ n <■> v =03 . .. , Xa ~ 0,9 , x 10 5 

x 0 =0, x,= 0,1 , x 2 -0,2 , x 3 0,3 . *9 

ftj.ni — 0,1+0,2 _ ft ^ ~ = 0,2+0 3 =o;2S 

~ =0,05, x 2 -- - -°’ 15 ’ x * 2 


*2 

= 0,45, 
^ = 0,75, 


x 6 = 0,55, 

^= 0 , 85 , ^ = 0,95 


x 4 = 0,35 , 

= 0,65, 

Luego, 

J '±- =M,„ = Ax [/(0,05)+/(0.15)+/(0,25) + /(0,35)+/(0,45) 

+ /(0,55)+ / (0,65) + /(0.75) + /(0.85)+ /(0,95)] 

,f , , i 1 1 1 . 1 . 0,692835 

= Tó[í^5 + Ü5 + U5 + 1 - 35 + 1 ' 45 + 1 ' 55 1,65 1,75 1,85 1,95 


REGLA DEL TRAPECIO 

En la regla de. trapean aproximamos la mtegra. fi" 

subintervalo de la partición construimos un trapecio /„ como 

Recordando que el área de un trapecio es igual a la semisuma de sus bases por su 
altura, tenemos: 

Area de t\ — — [ A *o ) x t 

Area de 1 2 = [ A *i ) x 2 )1 Ax * 


Area de t„ = i [A*#. - j) *#.)] 


-í: 


Luego, f(x)dx 



X. i, x - X 

























DtO, + 2y(O f l)+2y(0 ) 2J+2yíO,4)+2yí0 1 5)+2/(0 > 6)+27f0 1 7)+2y(0,8)+2y(0,9)+y(l)J 

■fíhu'á^á'H^Hh 


),693771 


dx 


í — - 

Jo 1+x 


ln(l+x) 


enwcometidoTcaTcaí.con el 


“ In 2 =0,69314718 ... 


valor exacto, para determinar el 
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Entendemos como error a la cantidad que se tiene que sumar a la 
aproximación para obtener el valor exacto. Así: 

a. En el ejemplo 1, si E A/ es el error cometido con la regla del punto medio, entonces 

0,692835 + Em = ln2 => E M = In 2 - 0,692835 = 0,00031218 

b. En el ejemplo 2, si E 7 es el error cometido con la regla del trapecio, entonces 

0,693771 + Er = ln 2 => E T = ln 2 - 0,693771 = - 0,00062382 

Observamos que la regla del punto medio nos da una mejor aproximación que la 
regla del trapecio. 

En la práctica, las aproximaciones se usan cuando no se conoce el valor exacto de 
la integral. En este caso, es importante saber con que precisión estamos aproximando. 
Esta inquietud es respondida por el siguiente teorema, cuya demostración la 
omitimos, por estar fuera del alcance de nuestro texto. 


1 TEOREMA 3.151 Estimación del error: Regla del P. Medio y Regla del T. 

Si | f "(x) | < K , V x € Ja, b\ y si E A / y E r son los errores 
que se incurren en la regla del punto medio y la de los 


Observar que 


trapecios, entonces 

. i K{b-a) y 

a. E A/ £- r— y b. 

24/i 2 

K(b-á? K{b-af 


lM * 


K(b-a ) 3 


12n* 


24 n ¿ 


12/r 


Esto explica por que la regla del punto medio es más precisa que la del trapecio. 


| EJEMPLO 3.1 a. Estimar el error cometido en el ejemplo 1 al aproxima 
mediante Mío la integral 

b. Estimar el error cometido en el ejemplo 2 al aproximar 
mediante T w la integral 


í- 

Jo 1 + x 
en el ejer 

í- 

J 0 1 + * 


Solución 


c. Comparar estos resultados con los errores ya hallados. 


Se tiene que J{x) =-, f'(x) = - 

1 + x 


(l + x) ¿ 


/’•(*) = 


0 + x) 3 
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Ahora, 0S*SI=? Iíl + xi2^ 

7 £ ÍI¿7 £2 ^ F S/ ' W£2 => |/"W|S2, VArefo. 1 , 

Luego, 

a. Para /i= 10, a = 0, 6=1 y K= 2 se tiene: 

Wzft. MÍ- -2_=„,000*33... 


E„ £ 


24/7 2 24(10) 2 2400 


b. Para n = 10, a = 0 6=1 y K = 2 se tiene: 

6 ... 

I2* 2 12(10) 2 1200 

c. Vimos que = 0,00031218. Se cumple que J 0,00031218 | <0,000833 
Vimos que E 7 =-0,00062382. Se cumple que J- 0,00062382 | < 0,001666 



UmEloT] Determinar n de tal manera que el error de aproximación a la 


f 1 £¿r 

integral _-L sea menor que 0.001 
Jo 1+ * 


»• En el caso de la regla del punto medio. 

Solución b ‘ En Cl CaS0 dc la re S |a del trapecio. 

a - Para que E„ sea menor que 0.001, como I F.. I <r Kfb-a)' , 

' "I -—-.hastará conseguir 

qUe ~lV~ <0 ’ 001 ' 

En nuestro caso, K = 2,a = 0, b - | y 1 

Lue S°' 24„ 2 24n 2 

-1^<°. 00 I => -L <0,00! => ¡2n 2 > _l_ 

1 


ir > 


0,001 


0,012 n ' 7==== =9,129 
En consecuencia, con n = 10 alcacanzamos !a 


exactitud pedida. 
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que 0,001, basta que ———< 0,001. Esto es, 
M 12n 2 


b. Para que E r sea menor 


2(1 y 3 < 0,001 => < 0,001 => 6 n 2 > - 4 — => 

12 /t 2 6 n 2 0,001 


^ > • 


1 


n > - 


1 


= 12,91 


0,006 7 0,006 
En consecuencia, con n - 13 alcanzamos la exactitud pedida. 


REGLA DE SIMPSON 

La idea de la regla de Simpson es aproximar la integral definida mediante áreas 
de regiones encerradas por parábolas. La deducción detallada la presentamos en el 
problema resuelto 2 . 

Tomemos una partición regular del intervalo [a, b ], determinada por los puntos 
a = x 0 < < x 2 <. . . < x m _ x < x m = b 

y sean P 0 , P,, P 2 ,..., P„_, y P„ los puntos correspondientes sobre el gráfico de 
/ Exigimos que n sea par. Los puntos P 0 , ? x y P 2 determinan una parábola. P 2 , 
P 3 y P 4 determinab otra parábola, etc. La suma de las areas de las regiones bajo 
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1 EJEMPLO 5.1 Mediante la regla de Simpson y n = 10 aproximar f ^ 

J o * + * 

Solución 

Tenemos que J[x) = —, a = 0, ¿> = I, /? = 10, Ax = = o I 

1+* 10 

x o = 0 > ^|=0,1, x 2 = 0,2, *3 = 0,3, *4 = 0,4, * 5 = 0,5, 

* 6 = 0,6, * 7 = 0,7, * 8 = 0,8, *9=0,9 y * l0 = 1 

Luego, 

f * ¿¿r 

J 0 í+7 =^0=^[/(0) + 4/(0.l) + 2/(0.2) + 4/(0.3) + 2/(0.4) + 4/(0.5) 

+ 2/(0,6) +4/(0,7) +2/(0,8) +4/(0,9) + /(!)] 
_ 0,1 [14 2 4 2 4 2 4 2 4 ll 

-TtT + ü + ü + ü + M + ü + U + ij + á + ¿ + í] 

» 0,693150 

[TEO REMA 3,161 Estimación del 


error en la Regla de Simpson 

Si \f w (x)\ ¿K, Vxe |a,/,| y si E, v es el error el la 
Simpson, entonces | E v | <, ^(b-o) 5 

180/i 4 


regla 


[_EJEMPLOj>J Determinar 


Solución 


" * ' al manera c ' ue el * aproximación mediante 

•a regla de Simpson a la inteeral f ' ^ 

integral J ^ — sea menor que 0.001 


Tenemos que: f( x ) = -L => 


24 


Por otro lado, 

i sl +, S2=> i s j_ s| , 


(1 + *) 5 
1 __ 

2 1 +* 


s ~ 7TT „\5 - 1 


2 3 0+*) 5 
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S24 => Hs/*>(x)S24 => 

2 5 (1 + *) 32 

|/ (4> (*) | iS 24, V * € [0, 1] 

Ahora, para K = 24, o = 0, b = 1 se tiene: | E 5 | < *^ 4 - <0 ’ 00l: 


< 0,001 => n 4 > 24 ~ : 

180n 4 180(0,001) 


180n 

n > = 3,398 

^ 0.03 


En consecuencia, con n = 4 alcacanzamos la exactitud pedida. 


¿SABIAS QUE ... 

THOMÁS SIMPSON (1.710-1.761) matemático inglés 
que se dedicó a la integración numérica y a la teoría de 
las probabilidades. Tuvo mucho éxito como profesor y 
como escritor de textos de matemática. Con la Regla de 
Simpson” se repite la historia de la ”Regla de L’Hóspital. 
Simpson es famoso gracias a “su” regla, sin embargo, 
ésta fue conocida desde mucho antes, pero Simpson tuvo 
la fortuna de publicarla en uno de sus textos. 



EFICIENCIA COMPARADA DE LAS TRES REGLAS 

Í 1 dx 

—— , logradas con las tres reglas, en los 

ejemplos l, 2 y 5, para el caso n = 10. 

Regla del punto medio: M\ 0 = 0,692835 

Regla trapecio: T| 0 = 0,693771 

Regla de Simpson: S 10 = 0,693150 

Valorexacto: ln 2 = 0,69314718 ... 

Observamos que la regla de Simpson nos proporciona una mejor aproximación. 
Aún más, en los ejemplos 4 y 6 hemos encontrado que para obtener un error menor 
que 0,001; en la regla del trapecio se debe tomar n = 13, en la del punto medio, n = 
10, y en la de Simpson basta n = 4. 


En el siguiente ejemplo sólo se conocen algunos valores de la función. 
























r 
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[ EJEMPLO 7. | En el laboratorio de física se obtubieron los siguientes datos: 


X 

i 

1,5 

2 

2,5 

3 

3,5 

4 

y 

3,2 

4,1 

3,8 

4,2 

2,8 

3,5 

2,6 



Si y ~A x )y usar la regla de Simpson para aproximar 


f(x)dx 


Solución 


4 — 1 

Tenemos que: n = 6, Ax =-= 0,5. Luego, 

6 


í f(x) dx*S„=^[ 3,2+4(4,1)+2(3,8) + 4(4,2)+2(2,8) + 4(3,5) + 2,6] = 11,033 

J i 3 


PRPOBLEMAS RESUELTOS 3.6 


¡PROBLEMA 1. | Por medio de la regla de Simpson con n = 10 y mediante la 

integral j —i_ dx , hallar un valor aproximado de n 
J o i + x 

Solución 

Tenemos que: 

Luego, una aproximación para n es una aproximación de f 4 

Jol + x 2 

Nos piden usar la regla de Simpson con „ = ] 0 . 

Tenemosque: J[x)= _L_ * _ 1-0 

1+x 2 í~ = _ ío' =0,1 


A 


x 0 -0,* r 0,1 ,x 2 = 0,2, x, = 0,3 , * 4 =0,4 ,..., 

Luego, 


y *, 0 = i 
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71 



y [ f(0) + 4/0,1) + 2/0,2) + 4/0,3) + 2/0,4) + 
4/0,5) +2/0,6) + 4/0,7) + 2/0,8) + 4/0,9) +/!)] 


Tomemos una calculadora y organicemos los datos en la siguiente tabla: 


i 

x¡ 

ñx t ) 

m 

m f[x¡) 

0 

0,0 

4,0000000 

1 

4,0000000 

1 

0,1 

3,9603960 

4 

15,8415840 

2 

0,2 

3,8461536 

2 

7,6923072 

3 

0,3 

3,6697244 

4 

14,6788976 

4 

0,4 

3,4482756 

2 

6,8965512 

5 

0,5 

3,2000000 

4 

12,8000000 

6 

0,6 

2,9411764 

2 

5,8823528 

7 

0,7 

2,6845636 

4 

10,7382544 

8 

0,8 

2,4390244 

2 

4,8780488 

9 

0,9 

2,2099444 

4 

8,8397776 

10 

1,0 

2,0000000 

1 

2,0000000 


La suma de la última columna es 94,2477736. En consecuencia: 

n * S n = — [94,2477736 ] = 3,141592453 

Vemos que este número coincide con 7t = 3,14159265... hasta la sexta cifra 
decimal. 


I PROBLEMA 2.1 Deducir la Regla de Simpson: 

| f(x) dx~ S, = [A*.) + 4/U,) + Wi ) + 4 X*r) + • • • +4 X*».,) ] 

Solución 

Sea n un número par. Tomemos una partición regular del intervalo [a, b] de 

norma h = Ax = , determinada por los puntos: 

n 

a = x o < x, <. . . < x„=b 

Tomamos sobre el gráfico de la función/ los puntos: 

Po-fo^o). P|=( x lt y x \ P 2 =(x 2 , y 2 \ . . . , P n = (*., y m ) 

Por cada tres de estos puntos hacemos pasar una parábola. 
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En primer lugar, para simplicar los cálculos, 
suponemos que los tres primeros puntos son 
tales que xq = - A, x, = 0 , x 2 = h. Esto es, 
estos puntos son: 

Po = (~ Ky 0 ), Pi = (0, y¡ ), P 2 = (h, y 2 ) 

Sea y = Bx 2 + Cx + D la parabóla que pasa 
por estos tres puntos. Calculemos el área de la 
región bajo esta parábola. 

Ai = J (Bx 2 +Cx + D) dx = j^jBx 3 + ^Cx 2 +Dxj = j [ 2Bh 2 + 6D ] ( i) 

Por otro lado, las coordenadas de estos tres puntos, deben satisfacer la ecuación 
de la parábola. Esto es, 

yo = Bh 2 -Ch + D, y x = D, y 2 = Bh 2 + Ch + D 

Luego, 

yo + 4y { +y 2 =2 Bh 2 + 6D 
De (1) y (2 ) obtenemos que: 


A \~ ~ {yo + 4y, +y 2 ) 


( 2 ) 

2 'si • J2 j (3) 

el áre/ dfl Paráb0 ' a ' a tra j S,adamos honz °ntalmeme, el área no cambia y, por tamo 
area de la región acotada por la parábola, el eje X y las rectas v = y t = ’ 
seguirá siendo 0 y * x 2 

A ¡ =j (yo +4y, +y 2 ) 

trespttXp; 1 ;"! d es' a "S 10 " dMenni " ada la ^la que pasa por los 

A 2 = fu+ 4y,+yj 

Continuamos este proceso baste llegar al área A„ /2 de la 

la parabola que pasa por los puntos P 


a /2 ae región determinada por 
/i - 2 » P« _ i y P„ . Esta área es: 


Luego, 

• ó 


» 


A = h ( 

3 ^- 2 +4y,_, + y, ) 
/ f(x)dx “ A, + a 2+ . . + A 

Ja 1 A n/2 
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= y [.Vo + 4y, + ly 2 -i- 4y 3 + 7y< +. . . + 2 y„ _ 2 + 4y n _ , + y„ ] 

Por último, considerando que y¡=J{ x,) y que h - -——, tenemos: 

n 

Í b , 

m dx»S.=^- [fc 0 ) + 4J[ x, ) +2fl x 2 ) + 4/1 *,) +... +4/1*.-,) +/*,)] 


PROBLEMAS PROPUESTOS 3.6 


En los problemas del 1 al 3, hallar las aproximaciones, a. M 4 , b. T Á y c. S 4 , de 
la integral indicada. 

1. f Rpta. a. M 4 = 1,333973 b. T 4 = 1,033469 c.S 4 = 1,201488 

Jo 1 + * 4 


* 1.6 

2. I sen (x 2 ) dx Rpta. a. = 0,863578 b. T 4 = 0,809060 c. S 4 = 0,846247 

J o 


í. 

Í 4 _ 

V 4 + x 3 dx Rpta.ñ. M 4 = 16,024504 b. 74=16,114778 c. S 4 = 15,761566 

o 

f 2 -x 2 

4. Hallar las aproximaciones a. Af 10 , b. T\ 0 y c. de la integral I e dx 

J o 

Rpta. a. M\ 0 = 0,88220 b. 7 l0 = 0,88183 c. 5 10 = 0,88207 


f 2 _ t 2 

5. Estimar el error que se comete cuando se aproxima a J e dx con 
a. A/io- b. 7| 0 . 

4x 2 — 2 

Sugerencia'. Probar que f ' \x ) = --— y mediante la teoría de los máximos y 

e x 

, , 4x 2 - 2 . 

mínimos, probar que el máximo absoluto de f (x)- - —, en el 

4 

intervalo cerrado [0, 2], es , el cual es menor que 1 (o sea , K = \ ). 

Rpta. a. I Ewl < 0,00333... b. | E r | £ 0,00666 

f 2 2 

6. Hallar el número n tal que la aproximación M n de I e dx tenga una 

J o 

exactitud de 0,0001. Sugerencia: La misma del problema 5. Rpta. n = 58 
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f 2 - 2 

7. Hallar el número n tal que la aproximación T n de \ e dx tenga una exactitud 

J o 

de 0,0001. Sugerencia-. La misma del problema 5. Rpta. n - 82 

f 2 2 

8 Hallar el número n tal que la aproximación de dx tenga una exactitud 

J o 

de 0,0001. 

Sugerencia: Sea f{x) = e x .Hallar f \x) y probar que \f (•*) | _ 76e 

Rpta. n = 26 


9. De una función/se cononen los siguientes datos: 


X 

0,0 

0,25 

0,5 

0,75 

1,0 

1,25 

1,5 

1.75 

2.0 

J¿L 

3 

4,6 

5,2 

4,8 

5,0 

4,6 

4,4 

3,8 

5 


Aproximar I f(x)dx mdiante: 

J o 

a. La regla del trapecio, b. La regla de Simpson. 

Rpta. a. 9,1 b. 9,033 
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APLICACIONES 
DE LA 

INTEGRAL DEFINIDA 


SON YA KOVALEVSKY 
(1.850 -1.891) 

4.1 VOLUMEN. METODO DE LAS REBANADAS 

4.2 VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION. 
METODOS DEL DISCO Y DE LAS ARANDELAS 

4.3 VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION. 

METODO DE LOS TUBOS CILINDRICOS 

4.4 LONGITUD DE UNA CURVA PLANA 

4.5 AREA DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION 

4.6 MOMENTOS Y CENTROS DE MASA 

4.7 TRABAJO 

4.8 PRESION Y FUERZA IHDROSTATICA 










^mffvSKY nació en Mosaí, dentro de una /¡umita anstocritia. Es 
SOMA * 0 '* 1 ni^ destacada líder matemática del siglo XIX. Ademé. * 
considerada como - lHctmdcrn por la emancipación de la mu r 

.... *«*•>« 

tÍl. Zprmiu mosfró minó y MM* (*”» ”*'•'"“»<* E. i 

RmS m ¿ aquella época, las universidades estaban cerradas pitra las majaes 
Mediante un matrimonio a conveniencia, consiguió viajar a Alemania pm 
proseguir estudios superiores. Allí conoció a uno de los matemáticos más famosos 
Cari Weierstrass ( 1.815-1.897 ), quien la tomó como su discípula. Ella tema 20 
años ij él, 55. Surgió una gran amistad y admiración mutua. En 1.574 nrahos* 
doctorado en matemáticas en la Universidad de Gottingen y en 1.554 recibió wni 
posición de profesora de la Universidad lie Estocolmo, Suecia Hizo muchas 
contribuciones a la teoría de las ecuaciones diferenciales. 

acontecimientos paralelos 

1-859, en el penur,^ ^ooalevsky sucedieron los siguientes hechos nctablo ^ 
* Uberta^EnZ ^ 0 ‘ Ic Paita ' Viudita Sdtnt "L* l*** 
flr '° Berlín Alejandro Von Hura» 

ÍuÍT Mnx .i'm/J't h T n ' e la ciudad * Mé Í'«> V "ombraron «"V"** 

^Vr n ^ylt^ bU T Cun,ro ^ «* «ir*, to «f*» * ^ 

¡Í¿ F -*«* ¿mZT? E " 1 879 «•**» oficialmente el Canal de 
con *truy6riL Un m °tor ,j c automóvil de u $0 prdctuv Era y, 

' ^'“‘onZlTZZ" "' ,er "" Oot años más tarde. * D** 
“* c «afro ruedas. 
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En esta sección y en las dos siguientes veremos que la integral definida es una 
herramienta poderosa para el cálculo del volumen de sólidos. A continuación 
presentamos el método de las rebanadas. 

Consideremos un sólido tal que, para cualquier punto x del intervalo [a, ¿>], la 
sección perpendicular al eje X tiene área conocida igual a A(x). 




Tomemos una partición regular del intervalo [a, 61 donde Ax = -—- y 

n 

a=x o < x, < . . . < x M < x¡ < . . .< x„ = 6. 

A través de estos puntos hacemos cortes perpendiculares al eje X. De este modo, el 
sólido queda dividido en n rebanadas. Es claro que el volumen del sólido es suma 
de los volúmenes de la n rebanadas. 

Tomemos la rebanada comprendida entre x ( _, y x i . Sea c, un punto tal que 
x,_, < c¡ <: x¡ . Supongamos que el área de la sección que pasa por el punto c¡ se 
puede determinar y es igual a A( c ¡). Construimos el cilindro con base A{c¡) y altura 

Ax, que tiene por volumen: P¿=A(c f )Ax. 

Este volumen es una aproximación al volumen de la rebanada escogida. En 
consecuencia, si Kcs el volumen del sólido, entonces 


V * Yy¡ - Y/t(c,)Ax y y- Lim £/l(c ( )Ajr 

/-! /-I /-l 

Este resultado nos permite establecer que si las rebanadas son cortadas 

perpendieularmente al eje X con secciones de área entonces 


f A(x)dx 

» a 


O) 
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Similarmentc, si las rebanadas son cortadas Perpendicular " H 

secciones de área A(p), donde cúyúd, entonces * «I ej, y 




A(y)dy 


di) 


I EJEMPLO 1-1 Hallar el volumen del prisma indicado en la s ¡„ • 

cuyas secciones perpendiculares aJ eje X son' en ,‘ e >*, 
rectángulos isósceles. y f tr, ^nfiuU. 

Solución 

Sea jc un punto cualquiera del intervalo [0,4]. 

Cortamos el prisma a la altura de x. Tenemos un 
triángulo rectángulo isósceles. Sea b la longitud 
del lado de este triángulo. El área de este 
triángulo es 

40=-¿ 2 

2 

Sea L la recta en el plano XY que pasa por los puntos (0, 2 ) y ( 4 , 0 ) E sta ,¡ 



por pendiente m- ~ =-I y, por tanto, su ecuación es 


tiene 


Como el 


Luego, 


* ® ~ 2 4)' O sea L: 2 y + x = 4 


Punto (x, b) está en la recta L, 


tenemos: 


2ó+x = 4 


=> 6 = —L 


* +2 


A(x) = 


Í(4" +2 ) 2 = =^ 2 -8x + 16) 



corta una cuña H 

b U ¿ eri ° r de la cu Sa estóene| dr ,° CÍfCUlar recto de radio '• La P 4 * 
v o, Um C ; rC H Ular y hace un án P T° qUC pasa por un díárnetr0 de ,a 
° lumen *lacu« a . “ n angu ° de 45» con la base. Hallar el 


Solución 
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Ubicamos el circulo base del cilindro en el plano el 

“7 &2S52& Tadrcunferencia de la base tiene por 

ecuación, x 2 + y 2 - r 2 .De donde: 

y = >1 r 2 -x 2 

Cortamos a la cuña con planos perpendiculares al eje X Las se “'°"^ q “ e 
obtenemos son rectángulas. Tomemos el rectángulo que corta al eje X en el punto i. 

En este rectángulo, 


Base = 2y = 2\/ r 2 - x 2 . Altura = h = x tan 45° - x(\) - x 


Luego, 


A{x) = base x altura = r 2 -x 2 ^x y, por tanto, 
y= \ l sfT^xdx = [ 'jr 2 -x 2 (2x dx) = ^(r 2 -x 2 ) 3 '^ - \r 

Jo J 0 _ 


PROBLEMAS RESUELTOS 4.1 


f pROBLEM A~ÍT] Hallar el volumen del sólido encerrado por la ¡ntersecdón de dos 
1 -cilindros rectos de radio r, que se cortan perpendicularmente. 




Solución 

Cortamos al sólido con un plano perpendicular al eje Y y a la alturay. Esta seccton 
es un cuadrado de lado 


¿ = 2 * = 2 ^ r 2 - y 2 


Luego, 


A(y)= y 

4 jV-y 2 )^ =« J V 7' 



































cpllllto* Apltoicionts de 1„ Integra, c*,, 




un círculo de radio r. Todas las Se 
sil° es J ^trn fno son cuadradoc o . °Hi 


diámetro fijo son cuadrados. Ha!| a ° r nes 





/ 

U- - 

A SN 

/ 1 f 

// / 

| .v / 


V 

1* \ r / 


Y / 




Solución 


d penadas en tal forma que el origen coincida con el 

nene de lado *& area ^ =(2i) 2 = 4r = 4(r* - y 2 ) 


jjgjo, tomando en cuenta la simetría. 


= S,rV tl = f 3 


[PROBLEMA jj Verificar que el volumen de un tronco de pirámide de altura /; 
cuyas bases son cuadrados de lados ay b es 




Solución * 


“ebeinos expresa, esta ir 


(1) 


P ™ 

ic j '°"_ de la recia l q ue Il™f amos en la figura de la 
- U 


Esta 


Pnsma, | a cual ú " esto ’ toma mos una sección 

'•«cULoue mOS ' ramosen 'a fig 
fendienie = ^ ^ e a P ar ece en esta figura: 

^^apordll' 4 ' 2 = H*' 
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Reemplazando ( 2 ) en ( 1 ): 

A(y) 

Por último: 


J 


A(y)dy : 


UtT' * *) * ' 


f( o-b ) 2 y J L a-b 2 . l2 1 b¡ 2 , ,i\ 

= 1^—^— y + b—y + b y ^ = -(« + a¿ + * 2 ) 


[ PROBLEMA 4. | La base de un sólido es la región encerrada por las parábolas 

x = y 2 , x = -3>^ + 4 

Las secciones perpendiculares al eje X son cuadrados. Hallar el 
volumen del sólido. 

Solución 

En primer lugar, hallamos los puntos de 
intersección de las parábolas: 
y 2 = —3 y 2 + 4 => 4 / = 4 => y = ± 1 =>x=l 
Hallemos /4(x), el área de la sección a la altura 
del punto x. Se presentan dos casos: 

a. 0 <x < 1 => x = y 2 => y ¿(x) = (ijx f 

b. 1 <x<4 => x — —ifí + 4 y = ^j -y- => = 3 j ~ 



En resumen: 


A(x) = 


4x, si 0 < x íí 1 

i(4-x), si l < x < 4 


Ahora, 

K= | 4x dx + J ^(4-*)*=( 2 * 2 ] 0 + 



ppom FM AS PROPUESTOS 4.1 


1. El prisma indicado en la figura adjunta tiene altura h y su 
base es un cuadrado de área B. Verificar que su volumen es: 

V *= -Bh 
3 
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fi H 

l*%0^ P * mdv o,um'"*<’° ua *- R P‘ a ^ 


C\lM 

ii&l° 


.piaba* 1 




recto de radio r. La pane sup er ¡ 
jámetro de la base circular \ L ° r de I 
9„„. y ha Ce n 


Rpta. 


2 tan 


* y hace un á " 8Ul ° / 

í^£¿y«** * c f cui ° ,n, T 

<** f 'SSdM» í« "<* h msma a " ,,m 

la cuña es lo m 1100 a 

j'k'uto.w* ’ rma ... , , 

ha » circular de radio r, con diámetro el segmento AB M„i. 
S rf*nSi1os¡ cadaseociin plana perpendicular al diámetro AB es: * 

.tí****"* b : Un triánsul ° f“ i,átero - 

*U„ triángulo rectángulo isósceles con hipotenusa en la base, 
d. Un triángulo rectángulo isósceles con un cateto en la base. 
tUn triángulo isósceles con altura igual a la base. 

„ 1 2«. k 4 /3 3 4 3 ^ 8 , R 

Rpta. a. -ttr A b. ——r c. d. - r 3 e . * r 3 

2 3 3 3 ’ 3 

jr 2 v 2 

6. Un sólido tiene por base la elipse -5-+^-= I. Hallar el volumen del sólido si 
cada sección plana perpendicular al eje X es: 

a. Un cuadrado 

b. Un triángulo equilátero. 

tu!S 2 ! ü£^ ff “¡es con hi P««nusa en la base. 

«•Untriingulo isósceles ° „ a “ "" catet0 en la base - 
8 isósceles con de altura igual a la base. 

¥a- a. b 4/3 , 24 ,» A 

3 ' a4c -r* 2 d -r* 2 «> 2 

" * * « ^ulo, 

,olm “tó sólido. ' parabolas y = 9x. X 2 = 9y. Hallar el 


8- las 


Kpla ^l n 


280 


4 >' Hallar el Vnl 3 d ' a8 ° nal que se anov^ P er P end * c uIares al eje X son 

****** P ° y , a S0bre *« Parábolas y» Í 4r. * 2 - 

Rpta. Ü1 
35 



La fórmula para calcular el volumen de un sólido de revolución es un caso 
particular de la fórmula del método de las rebanadas. Sin embargo, por la 
importancia de este sólido, le dedicamos una sección aparte. 












, , are \ volumen de un sólido de revoh, • 

;<* P^; a C flS fl r«ndclas. En realidad Sc (rata ****.. e , 

m4s ' por ^ 

A^^»° deld1sco 

* i i, recu * 6 in> es un bordc <lado) dc la re 8¡ón. 
aS ° ^ % ^"coiX^ 'álfica de/ 

' r un so " d ° d ' 


T7 * x w y// 

La sección perpendicular al eje X y que corresponde al punto * es un círculo de 
radio/jr) y. por tanto, de área 

La rebanada correspondiente a esta sección es un disco de volumen 

ÓK= ff(f(x)) 2 Ax 

De acuerdo a la fórmula (II) de sección anterior, el volumen del este sólido de 
revolución es 


CT el caso siguiente, están dentro del 


I dx 


_ 

@EMKoT 1 Ha||ar e , " - 

enc errada por ys¡ r~ S ^° de revolución generado por la regi 
del ej c x. * ,ele J eX y la recta jr - 2, al girar alredec 
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CASO 2. Giro alrededor de la recta y - A, paralela al eje X. 


O-, 


iftr 



Se tiene que: radio = |/(x) -k |, en consecuencia: 


I b 

(f(x)-kfdx 


1 OBSERVACION. 1 Si tomamos k = 0, obtenemos la recta> =0, que es el ejeX y 
estamos en el caso 1. 


I EJEMPLÓTI Hallar el volumen del sólido que genera la región encerrada por 

A*) = 3-x*. 1. 

que gira alrededor de la recta L :y * - 1. 3 - 

Solución 

Hallemos la intersección de la curva con 

3-/ = -lO x 2 = 4 <=> x =-2 ó 
Por otro lado, 

Radio=/x)-^ = (3-x 2 )-(-l) = 4-x 2 
Luego, 


la recta: / I r , |\ 

-±m 


(-2,-1) I (!*-») 


V = n 


J (/(x)-*) 2 * - * j^(4-x ! ) ! dr 

rj (ló-8x 3 + x 4 )dr -2*|l6*~x 5 +y| ~ 


CASO 3. Giro alrededor del eje Y. 

Si la función es dada en la forma x •Ay) * 0 en el intervalo |c, di y el giro es 
alrededor del eje Y. 
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■ j (/oo - * )* 


dy 


[OBSERVACION. 1 En particular, si tomamos fc = 0, la recta x - 0 es el eje Y y 
estamos en el caso anterior. 


| EJEMPLO^! Hallar el volumen del sólido que genera la*región encerrada por 

x= yfy, EjeX, x = 1 
al girar alrededor de la recta x = 1 


Solución 


Se tiene que: 

radio = |/(y)-á | - \ | “ 1 


Luego, 
V = ti 





METODO DE LAS ARANDELAS 

El método de las arandelas se usa cuando la recta de giro no es un borde (lado) 
de la región que genera el sólido de revolución. Como en el método de los discos^ 
este mlodo se puede reducir a una sola fórmula. Sin -bargo por ^one, 
didácticas, tomando en cuenta la recta de giro, el tema es presentado en cuatro 


CASO 1. Giro alrededor del eje X. 

Se tienen dos funciones y=M y y - g(x), continuas en 

donde/w *«(*)• Buscamos una "“XTl eje X la reg.ón acotada 

sólido de revolución que se genera al rotar alrededor del eje g 

d,l»s funciones y=/M, >’ = SM Y las reclas * a x 












































[ÉJÉjmÓl] Hallar el volumen del sólido que se obtiene al girar alrededor HpI 
ejeX, la región encerrada por Jos gráficos de 
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Radio menor = | g(x) - k \ Radio menor = | f[y) - k \ 

Í * 

((radio mayor) 2 - (radio menor) 2 ^ dx 

1 EJEMPLO 6. | Hallar el volumen del sólido que se obtiene al girar la región 


encerrada por los gráficos de J{x) = -J~x y g(x) = x 3 , alrededor 
de la recta y = -1 



1 EJEMPLO^] Hallar el volumen del sólido que se obtiene al girar alrededor de la 
recta y = 2. la región encerrada por los gráficos de 


Ax) = 'I~x y g(*)=* 3 » 

Solución 

Radio mayor = | g(x) -2\ = \x*-2\ = 2-x i 
Radio menor = |/x) - 2 | = | yfx-2 j = 

Luego, 

= /r J (* 6 -4x 3 -Jt + 4>/jc 



CASO 3. Giro alrededor del eje Y. 

Se tiene dos funciones * - J\y) y x = g(y ). continuas en el intervalo |c, en 
donde 
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El rectángulo indicado, al girar alrededor del eje Y, 
genera una arandela de: 

Radio mayor = f\y). Radio menor = g(y )♦ 

Altura = Ay 

AV= rr( (/-(x)) 2 - (g(x»’)Ar 
El volumen del sólido de revolución es 


xj ((/(y)) 2 -(g(y)) 2 ) ^ 



La fórmula anterior y la del caso siguiente, están dentro del esquema general que 
se expresa así: 


V = ( (radio mayor) 2 - (radio menor) 2 }dy 


| EJEMPLO 8. | Hallar el volumen del sólido que se obtiene al girar alrededor del 
eje Y la región encerrada por las curvas dadas en el ejemplo 

anterior, y -J~x e y =x 3 . 

Solución 

Para este caso, a las curvas debemos expresarlas 
como funciones de y. Esto es, 

*=/, x= l[y 

Se tiene: 

Radio mayor: x=l[y 
Radio menor: x=y 2 
Luego, 


V = 





CASO 4. Giro alrededor de la recta * = A, paralela al el 

k $g(x)<Av) 

Y 



eje Y. 

g(x)</{y)^k 



k 


X 


G»P ,r 


H fldlo mayor 1/00 k\ 
Radío menor = I g(y) - k I 


Radio mayor = \ g{y) | 

Radio menor = \f[y) _*l 
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V- * J mayor) 1 - (radio menor) 1 )dy 

gjggptóID Hallar e, volumen del sólido que se obtiene al girar ,a región 
encerradapor y -VI e y = tr J alrededor de la recta , = -). 

Solución 

Las curvas debemos expresarlas como funciones de y: 
x = y\ * = yfy 

Radio mayor =| V3’ + > 

Radio menor =| y 2 -(-1) ) = / + ' 


Luego 

V 


- jr J o ‘([V?+» T 

=n J (y 2/3 + 2y l/3 -y*-2y 2 )dy 




a* OAB gira alrededor del eje X 
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b. OAB gira alrededor de AB 

c. OAB gira alrededor de CA 

d. OAB gira alrededor del Y 
c. OAC gira alrededor del _Y_ 

f. OAC gira alrededor de CA 

g. OAC gira alrededor de AB 

h. OAC gira alrededor del X 


Solución , 

A la curva dada se la puede ver como el gra ico 

,= *3/2 ó de *=/ 3 

, - r 3 / 2 

a . Método del disco: Caso 1, con radio - • 

^{WMHh <=64 * 

b. Método del disco: Caso 4, con radio =4 -y 

. 8 

r°, ,«\2 r 

V 
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. 2 / 3 


= * J 8 (4 -y^dy = * 0 i6-»y 2p +y iP )dy 

( 24 ¡n 3 7 /jl' 1024 

c. Método de las arandelas: Caso 2, con 

Radio mayor =8-0, radio menor = 8 - x^ 2 

V=7[ \ (( 8 ~°) 2 "*( 8_ - ,c3/2 ) 2 ) ¿r =7r J (~x 3 + 16 * 3/2 )¿¿c 


= *(- 


4 5 


_ 704 


Jo 5 

d. Método de las arandelas: Caso 3, con 
Radio mayor =4 y radio menor = y& 

* *(l6 y-l } 


v 7 / 3 


. 512 
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1 71 J ( y2/3 V dy = = n j y^ dy = 0 = 


f. Método del disco: Caso 2, con radio = 8 -x^ 2 
Y 

J o x 

32 5/2 1 


Í 4 - f 4 

^8-x 3/2 ) dx = n I ^ 64-16x 3/2 +x 3 ^dx 
o V Jo 

<„ 32 5/2 , 1 4 V 576 

= 7l\ 64x- X 1 + — X = ——71 

\ 5 4 J o 5 

g. Método de las arandelas: Caso 4, con radio mayor = 4, radio menor = 4 - y 1 3 

jr J ((4) 2 -(4-y 2/3 ) 2 )dy -* j («y 2 ' 3 -y ,l¡ )dy 

h. Método de las arandelas: Caso 1, con 
Radio mayor = 8, radio menor = x 3 2 . 

V-n í 4 ( ( 8) 3 -(x^f)dx=n f ( 64-x 3 )* = «(««“J* 4 ] “ 192 * 

J o v J 0 


1 PROBLEMA Í7| En una esfera de "“¡í®* 

3 y cuyo eje es un diámetro oe la esiem. nano* 

sólido restante. 




Solución 

La circunferencia de radio 5 y centro en el origen tiene por ecuacton 


La parte de la derecha de la circunferencia es el gráfico de x -J 25 y 
Consideremos la región Q encerrada por los gráficos de 

x = >/ 25-/ y 


la recta x = 3 
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Estos gráficos se interceptan en: 


25 -y 


16 


y ~ ± 4 


El sólido referido se ob.iene girando la región 0 alrededor de, eje Y. 

Aplicamos el mérodo de las arandelas caso 3 y considerando ,a simerria res pect0 „ 


eje X, tenemos 
V=2n | \{J25 


-/f-(3) 2 Jdy = 2 * J o \i6-/)dy=2x[i6y-l 


=,256 
o j 


| PROBLEMA 3.] Volumen de una arepa. 

El grupo folklórico "Un solo Pueblo" nos dice en una de sus canciones que a | a 
abuela, aunque no sabe geometría, sus arepas le salen redonditas. 

La redondez de la arepa se debe a que la superficie que la encierra es u „ 
elipsoide de revolución o esferoide, la que se obtiene haciendo girar alrededor del 

eje Y la elipse — + = 1. Aún más, para que la arepa tome la forma achatada, 

a 2 b 

exigimos que a>b. 


a arepa. Ayudarla con esta tarea. 



Solución 

Para construir la arepa sólo precisamos hacer 



encerrada por la mitad de la el¡nc»¡ r 'j w T' , r ° tar alrecfec * or del e i e Y I a región 
corresponde al gráfico de la función: 113 3 3 CrcCha M *** Y ' Esla parte de la eli P se 


y considerando la simetría respecto al 



Aplicando el caso 3 del método del disco 

^ x, tenemos- 


e J e X, tenemos: 
y= 




<fy =2 n 




ÍJ.V-r’) 


dy 




-nerb 



Solución 

A la esfera la podemos generar rotando alrededor del eje X el semicírculo superior 
indicado en la figura. La semicircunferencia correspondiente es el gráfico de la 

función J[x) = 4 r 2 - x 2 . 

Aplicando el caso 1 del método del disco y considerando la simetría respecto al eje 
X, tenemos: 

V— 2 7T J |yj r 2 -x 2 j dx = 2 r. J ( r 2 -x 2 ^ <£r = 2*^r I X"X 3 ^ = — 


1 PROBLEMA 5. | Volumen del casquete esférico. 

Verificar que el volumen de un casquete esférico o segmento 
esférico de altura h de una esfera de radio r es 




El casquete esférico es generado por la rotación alrededor del eje Y de la región 
encerrada por el gráfico d tfiy)-y¡ r 2 - y 2 . el eje Y y la recta honzontal y=r-h. 
Aplicando el caso 3 del método del disco, tenemos. 

y=*j r (v/r 2 -/ )‘dy= A j ^ 
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- */> - y') - "f r,(r - h) " í "‘ h) ' J ' f ^ (3r ' 


C ¿pílulo 4 Aplk <|» ln»4. KM , , ^ f 




''J 


Í'KOIII I Al A (-• 


Solución 



El cono es generado por la rotación alrededor del eje Y de la región encerrada por 
el triángulo rectángulo formado por los dos ejes y la recta L. 


Hallemos la ecuación de la recta L : 

L )1 f 

Pendiente - - - . Luego, y m — x+ h. => x - - (y - h) 
r r h 


Ahora, aplicando el caso 3 del método del disco, tenemos: 

rm *L Í>' A 'J * m *?j 1 ‘^í^r- 


-i ntk. 

P 


[PROBLEMA jj Verificar que el volumen de un tronco de cono circular recto de 
altura //, radio menor r y radio mayor /? es 

Vm ^/r/r(r 2 + r /?+tf 2 ) 

Y 


Solución 



:> 

lH. 


í *. 0) 


1 í * v * '■ re « i4 " 

Hallemos la ecuación de la recta l. 


( * (/I lulo 4 a« U '.MitnA* 
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/i h 

Pendiente Luego, /. y * - (x~ fr} 

r~R r-R 

Ponemos esta ecuación como función de y (despejando x) 

*-/(?)- ~-y + * 


Ahora, aplicando el caso 3 del método del disco 


[ PROBLEMA 8.1 Volumen de una dona. 

Hallar el volumen de una dona. 

¿Cómo se genera una dona° Sean ay b tales que • < a < b. 
Construimos el círculo de radio a y centro en (b, 0). 
Obtenemos la dona rotando este círculo alrededor del eje Y. 


La superficie de una dona se llama toro. 



Solución 

La circunferencia de radio a y centro (6,0) tiene por ecuación 


y 2 + _ fll 

Esta circunferencia la expresamos como d^de^tos^*™^ 
que corresponden a las semicircunferencias de la dere cha y de ! a ,zqu da. 

fly)-b + J¿^7 . g(y) “ b - J a 1 - y 1 

Aplicando el caso 3 del método de las arandelas » cons,dera«Jo la sm«n. 

respecto al eje X: 
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= 2/r j ^6 + yf a 2 -y 2 J -{b-yj a 2 -y 2 } ]c/y 
= 2n j ^4byja 2 -y 2 ~jdy = 8nb j yj a 2 -y 2 dy 


Dof ‘nid a 



| PROBLEMA 9. | Hallar el volumen del sólido que se obtiene al hacer gj ra 
alrededor del eje X la región encerrada por el lazo de la curva * 


Solución 


)' 2 (x-4a) = x(x-3a) f a>0 


La parte superior del lazo es el gráfico de la función 


, /*(*-*») 

V x-4a 


en el intervalo [0, 3a] 


Por simetría, el sólido indicado es también generado 
por la rotación de la región sombreada al girar 
alrededor del eje X. Luego, 

*/.v* 


4 a 3 
x-4 a 


dx 


I'-*-II - W(i„4.) 


15 


= -r*a 3 + -1 = I*3 




-« + W(-2l„2)-S_( 15 . 16|n2 j 


^ rKUPíir g To s 4 2 

En los problemas de! 1 ni 7/1 , „ " 


1 


" da ° de V cos 2x1 Alrededor del eje X. 


Rnln 
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3. _y-senx, y = sen 2 *, x = 0, x = n. Alrededor del eje X. Rpta. -^ 7 r 2 

4. y = e~ x yj sen* , y- 0, x = 0, x = n. Alrededor del eje X. Rpta. + l) 

5* ay 2 = x 3 , x = «, donde n > 0 Alrededor del eje X. 

6. / = ax, x = a, donde a > 0. Alrededor del eje Y. 

7. yfx + yfy = yfa ,x = 0,^ = 0. Alrededor del eje X. 

8* x ^ 4- ^ 2/, ‘ = a 2/3 , a > 0. Alrededor del eje Y. 

9. y = cos x, y = sen x, x = 0, x = j . Alrededor de: a. eje X. b. recta y = 2. 


Rpta. a. —, b. 4/r( Jl- 1 U — 
2 v '2 


10. x = {y - 1 )“, x = y + 1. Alrededor de: 


a. eje X b. recta y = 3 


c. ejeY d. recta x = 4 


n 27 27 72 

a. —n b. —n c. —n 

2 2 5 

11. x - 4y, x = > en e l primer cuadrante. Alrededor de: 

a. eje Y b. recta x = 8 

\ 


n * .29 

Rpta. a. - b. - n 

120 120 


12. x =y 2 , y 2 = 2(x - 3). Alrededor de: 

a. ye X. b. recta y = —J~6 . 

c. eje Y. d. recta x = 6 

D , t „„ „ 96/6 J 144/6 

Rpta. a. 9 n b.48;r C. —-— n d. —-—ti 



32 


13. y = 4 ax, x = a, con a > 0. Alrededor de la recta x = a. Rpta. — na 

15 

14. y ~ ln x, y « 0, x = 1, x-e. Alrededor del: a. Eje X b. Eje Y 

Rpta. a. ;r(e-2) b. ^e 2 +l) 


y ■ - 


u. O 
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| t x * 4. Alrededor de: a. Eje X 
b. la recta y *-!. Kpta a. r{ln4 + |] b. <r(ln4+^} 




16. Hallar el volumen del sólido que se genera a! rotar 
alrededor del eje Y la región encerrada por los gráficos de 


Rpta. 


y = sen~'(r), x = -I, y = 0 H ^ 

l volumen del sólido que se genera al rotar alrededor del eje X la elipse 

1 2 A 


17. Hailareh 

íl ♦ 2L = |. -nab 2 

a 2 b 2 3 

18. Hallar el volumen del sólido que se genera al rotar alrededor de la recta x — - a 
el circulo encerrado por la circunferencia jC +y = Rpta. 2n~(? 

19. En una esfera de radio r se hace un hueco cilindrico de diámetro r y cuyo eje es 

un diámetro de la esfera. Hallar el volumen del sólido restante. Rpta. — * r 3 

2 

20. Hallar el volumen del sólido generado al rotar 
alrededor del eje X la región encerrada por el lazo 
de la curva 


y 4 = AV(fl - x), a > 0 


4 5 y 

Rpta.—na 
15 

21. Hallar el volumen del sólido generado al rotar 
alrededor del eje X la región encerrada por la 
curva 

* 4 + y 4 = flV Rpta Ina 3 

22. Hallar el volumen del sólido generado al rotar 

rededor del eje X la región encerrada por la 
curva 

xV = (I-xV-9) 

23. Hallar el volumen del sólido que se genera al 
SÜSt dd eje Y la "*» encerr ada por 


•CXj- 


x 2 /J 

J + irr = '. 


Rpta -na 2 b 


rs girt pm la elipse 2 Sy > . 
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25. Dos esferas de radio r se intersectan en tal forma 
que el centro de cada esfera está sobre la superficie 
de la otra. Hallar el volumen del sólido que es la 
intersección de las dos esferas. 

Sugerencia: La mitad del sólido intersección se 
obtiene girando alrededor del eje X la región 

sombreada. Rpta. — n r 3 



x 



SECCION 4.3 

VOLUMEN. METODO DE LOS TUBOS CILINDRICOS 



Tomemos un tubo cilindrico de altura h. Sea 

r, = radio exterior, r 2 = radio interior, r = = radio medio 

Sea V E - volumen del cilindro exterior. 

V¡ = Volumen del cilindro interior y 
V T = Volumen del tubo. 

Se tiene que: 

V E = 7t r{h , V, = 7t r{h y 
V T ~ V\- V 2 = nr 2 h - nr 2 h = n(r 2 - rf )h 

= Á r \ + r 2 X r i = -r 2 )h 

Tomando en cuenta que el radio medio es r- 1 n — y que Ar = ( r x - r 2 ) es 
el espesor del tubo, se tiene que: 

V T = 2nr h Ar, 

lo cual, separándola en tres factores: V T = (2arX b X Ar), se expresa como. 

V T = 2* radio medio ) ( altura X espesor ) (1) 

Apliquemos este resultado para calcular el volumen de un sólido de revolución. 


Y 

CASO 1. Giro alrededor de una recta vertical 

Sean y=fa)> y = g(x) tales que g(x) S/x), 

1 


Sea Q la región encerrada por los gráficos de 


"HKí 

f 

y=A*\ y = áK*)t x-a, x = ó 


La región Q gira alrededor de una recta 


* 

vertical L: x = k, donde te [a, b]. 0 


* « ir » x 


("universidad Yaramh.n 
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Tomamos una partición regular de [a, b): 

< X ' <> - <X " = Í 

Sea el punto medio del subintervalo [ x ,_,, x¡ ] 

Construimos el rectángulo de: 

Base ¿*= y altura *-*(*)•/(*)-*($) 

A este rectángulo lo hacemos girar alrededor de la recta L : x = k. Obten emos 
tubo circular recto. Si r, = ¡ x, -k j es la distancia del centro del rectángulo a f 

recta de giro, entonces r, = | x¡ -cj es el radio medio. 

El volumen de este tubo es, de acuerdo a la igualdad (1), 

A¡V =2/rr,A/Ax = 2/r| x¡ -c | (/(*,)-£(*,)) A* 

En consecuencia, el volumen del sólido de revolución es: 

r= Jiz %^ v= „ L _z 2 * l*- e l M*)-*(*)) a* => 


V- 2tt 


" c | (/(*)“£(*)) dx 


d f* 
4v{ 


CASO 2. Giro alrededor de una recta horizontal 

Sean x =f[y) t x = g(y) tales que g(y) < f{y\ 

Sea Q la región encerrada por los gráficos de 
^Ay), X = g(y), y = c , y = ¿ 

La región Q gira alrededor de una recta 

vertical L:y = *. donde ** [ c ,d]. 

Tomamos una partición regular de [c d]- 

‘T'"' • •<,, 

Construimos el rectángulo de: 

Base Ay = 


> mm 


c 4- 
k 


-M- 
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A este rectángulo lo hacemos girar alrededor de la recta L: y - k. Obtenemos 
tub0 circular recto. Si r, ^ \ es la distancia del centro del rectángulo a 

recta de giro, entonces r¡ =\ y, -k\ es el radio medio. 

El volumen de este tubo es, de acuerdo a la igualdad (1), 

A,V = 2nr ) h t Ay = 2n\y i - k\[f{y,)~ g{y,))^ 

En consecuencia, el volumen del sólido de revolución es. 

V— Lim t A,K = -k\{f$)-g&)) *=> 

n-> » ~\ «-> « 


Í d 

\y-k K/OO-gOO)^ 


En resumen, el volumen de un sólido de revolución, por el método de los tubos 
cilindricos, se encuentra así: 

_ 


Eje de giro vertical Eje de giro horizontal 

K-2, f V*|(/M-*(•*))* K-ta J V*IUM-«W)* 

J íí 


[ejemplo Í7| Hallar el volumen del sólido generado por giro 
de la región encerrada por el arco de y = sen x , 


alrededor del eje Y 

, 0<\<yfñ 


Solución 




Tenemos que: 

r = 1 x - 0 | = X. A*v) = sen x 1 . gto = 0 
Luego, ^ 

y=2 „ J x(senx J -o)d* 

J a 




































22 » 


Capítulo Aplicaciones de la Integ^j 
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f 



= /r J senx 2 (2xdx) = srf-cosx 2 ]^ * = 2n 

OBSERVACION. Si ha este problema se le hubiese aplicado el 

arandelas, la larea hubiera sido muy compilad," 1 , é ' od ° de |„ 
estudiante a verificar esta afirmación. nv "ani 0s ” 

/ EJEMPLO 2.1 Hallar el volumen del sólido generado por la región ~~~~ 

las siguiente curvas al girar alrededor de la recta y = ® ncerr ado P0r 

* = 4-/, x = / + 2y 

Solución 

Hallemos los puntos de las gráficas: 
y 2 + 2y = 4 -y 2 <r> / + y-2 = 0 

<=> 0-^2) O-i; = o 
=>^ = -2 Ó^=I 

Luego, el intervalo de integración es [c, d] = [-2, 1] 

Por otro lado , tenemos que: 

^ ^ ^ 2 ~J , .-t=yC)')=4-y 2 j Ar=gO)=y +2j , 

tn consecuencia: 

JjV - J '’ - 3/ _ 4 y, s>1 j 1 , 2, 


^^^^i^oiümeñ^eUóiiH" 

la región encerrada por las gráñcaTdt ** ^ a ' rededor del e J e Y 
Solución y ~~* 2+3x+2 > x = 3 ,-am 

Como la recu de giro e$ vertical, tenemos que: 

V " 2T /o l X ~*K/( x )-Z(~)) dx 
Pero, r - | y . o j = X, J[ x ) = _ x * +3x +2> ^ = ^ 
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Luego, 
V = 


= 2 *J *(j-* 2 +3x + 2)-<r* 2 ^ dx 


[ EJEMPLO 4. | Hallar el volumen del sólido que genera región encerrada por 


y = 2-x 3 , y = 2- 4x 
al girar alrededor de la recta x = - 4. 

Solución 

Las curvas se cortan en los puntos (2, -6), (0,2) y (-2,10) 
Estos puntos separan la región en dos subregiones donde 
la curva superior y la inferior las tienen intercambiadas. 
Por esta razón, el volumen de cada subregión se calcula 
separadamente. Esto es, si V es el volumen total y si V, y V 2 
son los volúmenes de la región superior y región inferior, 
respectivamente, entonces 



V- V, + V 2 = 2n j* |x-(-4)|(x-x 3 ) ¿£c + + 2;r J |x-(-4)|(x 3 -x) dx 

r 0 p 2 

= 2 n I (jc4-4)(jc — jc 3 ) dx + 2;r I (x + 4)^x 3 -x) dx 

Í O /• 2 

(-x 4 -4a: 3 + x 2 + 4x) dx + 2n I (x 4 + 4x 3 -x 2 -4x) dx 

= K"T- Jr4+ T +2 * í ]. J + KT +J[4 -T- 2 ' l ] 0 


= 32/r 


| EJEMPLO 5.1 Consideremos la región encerrada por y = /x , el eje X y la recta 
x = 4. Hallar el volumen que genera esta región al girar alrededor de 

a. La recta x = - I b. La recta y ■ -3 

Solución 
a. Se tiene que: 

r = | jr-(-1 ) | = x +1, /W=Vx, g(x) = 0 
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= 2 jt í (x+1 )Jxdr = 2rf (x ,/2 +x wl ) dx 
b. Se tiene que: 

r=ly-(-3)l=y + 3,A>’)-~-4, giv)=/ 

Luego, 

y= 



'=1«\ (.y+3)(4-y 2 ) dy 

Jo 

:2xjj-/-3y 2 + 4y +i 2)<fy = 2«(-^-y> + 2/ + ,2,]^ 

Jo 


1. V — 2jc — jr 2 v = n g 

Rpía. - 7 r 


1. y = 2x-x 2 , y = 0 

2 - y = e* 2 ,y=0,x=\,x= 

3.y = cosx?, y = o, x = 0,x=S¿/ 2 

4 ’ y 'rosP’’ • V = 0, • r = 0 >- t= /ffV2 
5 * • ),a: sen -í, y = .r, jc = 


/?/7/a. /r(e 3 -ej 

H- 
2 


Rpta. —^—/r 


6. y = 


jr 2 +1 ^ = 0,^0,A* = 


*in(/2+l) 
^Pto- |" 2 (n 2 -3) 

£ ". /o * Problemas del 7 al 10 ! ^ ^ 2 

'o<oaén de la regida encerradl^tV^daT' M SÓMo perada por 
r x = 2y-/, x=y “ dadas °> girar alrededor de! eje X. 

8 . xy - 4 t x +y s 5 Rpta 71/6 

Rpta --jt 
6 

Rpta 

4 


9 ' 2x =y l -ly t x=y-.2 
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10. x = (y - I) 2 , y = x - 1 Rpta ^ 

11. Hallar el volumen del sólido que genera la región del primer cuadrante 
encerrada por: y 2 = x, y = x 3 ; al girar alrededor de: 

a. El eje Y. b. La recta x = -1. c. El eje X. d. La recta y = -l 

» 2 .37 5 ,25 

Rpta. a. —7i b. —ti c. —n d. —n 
5 30 14 21 

12. Hallar el volumen del sólido que genera la región encerrada por y = 4 - x 2 y el 
eje X al girar alrededor de la recta x = 3. 

Rpta. 64;r 

13. Hallar el volumen del sólido que genera la región del primer cuadrante 
encerrada por: y = 2 - x 2 , y = x 2 , eje Y ; al girar alrededor del eje Y. 

Rpta. 7t 

14. Hallar el volumen del sólido que genera la región encerrada por y = Inx, eje X, 
x = e\ al girar alrededor de: 

e 2 + 1 

a. El eje X. b. El eje Y. Rpta. a. (e-2)/T b. —-—ti 

15. Hallar el volumen del sólido que genera la región encerrada por la recta x = a, 

la parábola y 2 = 4ax, donde a > 0; al girar alrededor de x = a. 

n 32 3 

Rpta. — 7ta 


16. Hallar el volumen del sólido que genera la región encerrada por: y - 2 l , x - 0, 
x = 2, eje X; al girar alrededor de: 

a. El eje X. b. El eje Y. Rpta . a. ^ b. HíTÍ?*) 

17. Hallar el volumen del sólido generado por la región 
encerrada por los gráficos de 

J[x) = eos x, g(x) = sen x 
n 

al girar alrededor de la recta x — — 

Kptó.(/2-l/2)jr-2T 

18. Hallar el volumen del sólido generado por la reaión 

encerrada por las curvas — 

y = x\ y=x, 

al girar alrededor de la recta x - 2. y. . 

Rpta.ln 

19. Hallar el volumen del sólido generado por la región encerrada por. 

pípY eieX x= ti. v = fix) donde v . 
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SECCION 4.4 

LONGITUD DE UNA CURVA PLANA 

Sea y =J{x) una función cuya derivada es continua en el intervalo fa, b] 



Queremos hallar la longitud del gráfico de f desde el punto P„ = la fía » u . 
punto P = (A. **)). Sea L esta longitud. Como primer paso coñs^l^" 
poligonal tomando algunos puntos de la curva y uniéndolos con seamTt T 

Etifecír, 

r.-(.,/r.)V..r,.r, ., MW 

Concentrémonos en el sector comprendido entre 
P '- 1 = ( *'-*•/(*«)) y P/ = C^,/(*,)) 

S¡ A ,L es la longitud del arco en este sector, entonces 

A ‘ L * p /-. p , = + ( f (*,)-/(*„)) 2 


Pero, 


0) 


A,x : 


y, 


Se8Ún " ' e0rema de ' V3l0r — - derivadas, existe , en U _, , x ,, tal que 

A,y f{X,) )«/'(<*)<*, ) =/. (C() A(J( 

Remplazando estos valores en (1) tenemos: 

A,L * -/iwv 
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¿=¿A,¿= Lim ¿V 1 + VXe,» 1 A,X- f -J l + (/'W) ! dx 
/-i r I~p u /-i J 0 

En resumen y haciendo las consideraciones del caso, tenemos: 

a. Si y =/( x) tiene una derivada continua en |a, b\ y L es la longitud del gráfico de/ 
entre a y b, entonces 


f entre c y d, entonces 


‘-i: 

Jí+f/’w) 1 <tx 

derivada continua en |c, </] y L es la longitud 


>j l+(/ (y)) dy 


_, 3/2 

[EJEMPLO 1. 1 Hallar la longitud de la parábola semicúbica y = x , x 6 [0, 5] 

Solución 


Tenemos que: 

y' = 

Luego, 


y = 2 X ' /2 y = 4 X 


l- J V'+(y') 2 * = * 

= “ ¿( ( 4 + 9 x)V 2 i« = ^ 



1 EJEMPLoXI Hallar la longitud de la curva x- -y 3 +— » l l,3 J 
Solución 

dx _ y 2 1 _ y* 

Tenemos que: - = 

Luego, 


i:IW 


dy 
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PROBLEMAS RESUELTOS 4.4 


PROBLEMA l.| Verificar que la longitud de la circunferencia x 2 +y 2 =r ¡ 


Solución 



es 2 nr. 


Si L, es la longitud de la circunferencia en el primer cuadrante, entonces L = 4 L 
Denvamos la ecuación x 2 + / = / implícitamente respecto a a: 

2x + 2yy' =0 => y' = -! z 


, y 2 

y = —- -s (\2 x 2 


Luego, 


7T7 =» ( y ') = - r 2_ x 2 


zz a 

^^StlMAr) Hallar la longitud de la astroide & + Jfi m ¿ 2 /i 


Capitulo 4 Aplicaciones de la Integral Definida 
Solución 


235 



y = a In + V a 2 -x 2 j - a ln x - Ja 2 -* 


y=a - 


a + y] a 2 - x 2 x V a 2 -x 2 

-ax 2 -íiV a 2 -x 2 |a + V a 2 -x 2 j + x 2 (a + V a 2 -x 2 j 

W a 2 -* 2 (oW<r 2 -* 2 ) 



Wu'-^joWo'-x 2 ) Wa 2 -^ 2 (uWu 2 -x 2 ) 

(a 2 -x 2 )( 0 Wo 2 -At 2 ) _ 

a 2 -x 2 (a + V a 2 -Jt 2 ) 

Luego, 
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I PROBLEMA 4.] Sea la curva - x 2 

- ji. Hallar la longitud del arco comprendido entre a* = 1 y x = 8 

b. Hallar la longitud del arco comprendido entre * = 0 y * = g 

Solución 

». /=* 2 =>y=* M 

A-pKK' t - J 


. í/k 2 . 

' f = ^ Lueg0> 


! /^m 


3a: 


o 



b. Si procedemos como en la parte a, considerando 
la función y = X 2 *, la longitud del arco es 

“ na difiCUltad - El in ^ a " d ° - ^ definido en 0 

llaman integrales impropias, L'lis cuStoda"^ * ‘ ÍP ° dC ¡n,egrales Se 

„ ,. M ™n tas cuales todavía no sabemos trabajar 

Cambiamos de táctica, considerando a x como función de y. 

Luego, 



x' =íü = l i 2 

dy 2 ' Además:* = 0 => = o, jr = 8=>j/ = 4. 


".i ^3 i. ^i? 


o /-o 
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[PROBLEMA 5.1 Cables colgantes y la Catenaria 

Probar que un cable colgante homogéneo y flexible 
suspendido por dos puntos fijos y a la misma altura adopta la 

forma de una catenaria: y = a cosh —. 



Procedemos en dos pasos. En el paso 1 deducimos la ecuación diferencial que 
gobierna el sistema. En el paso 2 resolvemos esta ecuación. 

Paso 1. Hallamos la ecuación diferencial 

En primer lugar, definimos la función longitud de arco. Si y =J{x) es una función 
con dominio [o, 6], se llama función longitud de arco de la función/, a la función 

s: [o, b] -> R, 

s(x)= | y¡ l + (/'(0) 2 dx o bien s(*)= j ^ 1+ (^j * 

Observar que s(i) no es otra cosa que la longitud del gráfico desde el punto inicial 
Po = (o, j(a)) hasta el punto P = (Jt./W). Además, de acuerdo al primer teorema 
fundamental del cálculo, tenemos que: 


f-lHií 


0 ) 


Ahora, tomamos una porción del cable de longitud s. comprendida entre los puntos 
A y P. Sea 8 el peso por unidad de longitud del cable. 

Sobre esta porción de cable actúan las siguientes fuerzas. 

a . H = tensión horizontal, que tira de A. 

b. T m tensión tangencial, que tira de P. 

c. W = 5s = peso del cable. 

Para alcanzar el equilibrio, la componente horizontal de T debe compensar H, y la 
componente vertical de T debe compensar a W. Esto es: 

T sen a 

feos a= H y Tsen a«= H'»* 


T eos a 


Ss 

t.n«=- 
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dy 

Pero, tan a - pendiente = —- • Luego, 
dx 

dx H H 

Derivando esta ecuación respecto a x: 


rn i — — 

£y_ = £ ± = £ / i + />'f 

dr 2 H dx {dx) 


Esto es. 


que es la ecuación diferencial buscada. 


Paso 2. Resolvemos la ecuación 




Con el ánimo de simplificar, a la constante — la denotamos con — v 

H a este 

caso, la ecuación toma la forma: 


2-íHíJ 121 


Como esta ecuación es de orden 2, precisamos 2 condiciones iniciales: 


dy _ n 

^ - 0 y y = j, cuando x = 0. 


dx' emos que^ ^ y la ecuación (2) se convierte en: 


Integrando: 


dz I 


dx a' l+z2 -° b' en 


dz 


dx 




Pero, de la condición inicial, z = O cuando * = 0 oh, 
Entonces ’ Atenemos 


(5) 

que C, = 0 



senlr'z m £ „ t. 

> o bien z ~ « 


Recordando que z = 

dx * 


tenemos: 


4; _ * 

dx ~ senh ~ => </r = senhf * 


=> > = 


= fsenh — 
J a 


dx 
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y = a cosh — + Q 
a 

La condición inicial y - a cuando x = 0 nos dice que: 


a - a cosh 0 + C 2 => Ci = 0, 

de donde, finalmente, obtenemos la catenaria y = a cosh — 

a 


¿SABIAS QUE . . . 

El resultado anterior de la catenaria fue obtenido por los hermanos Jacob 
\1.654-1.705) y Joliann Bernoulli (/ .667-1.748). 


PROBLEMAS PROPUESTOS 4.4 


En los problemas del 1 hallar la longitud de la cun a dada. 


íy= T + ¿’* eI1 ' 31 - 

_ 14 

Rpta. — 

2. y = i(x 2 +2 ) 3/ “ ,xe [0, 3]. 

Rpta. 12 

3. y® j/I(3*-l), xe [1,4]. 

n 22 

Rp/fl- y 

4. y 2 =12jc, ye [0,6] 

Rpta. 3^-/2+ ln (l+'/2)j 

5. z=4 + -T- > e 0.21 

4 8y 

n l 23 

«pm.— 

6. y= J~x - ]^xyfx , x e [1,4] 

Rp/a. 6 

7. y = ln x, x e [ \Í3 , V~8 ] 

Rpta. 1 + ^ln^ 

8. y = ln eos jc, jc 6 [;z/6, ^/4 ] 

Rp “ ,n ( ) 

9. y = e\ xe[0, ln/3] 

i- * 

Rp/a .2 - y[2 - ln>/3 ^>/"2 

9. y® 1 V sec 4 / -ldr, jc e[0, ^4] 

J 0 

Rpta. 1 

10. y = ln sec jc, jc 6 [0, id 3] 

Rp/a. ln(2 + >/l ) 

11. y® sen -1 ( e“*)» x 6 [ln>/"5 • 2]. 

n , e 2 + >/ e 4 -1 

Rp/a. ln -p=— 

2 + v5 



0 






















12. y ca 


cosh —, la catenaria, x e[0. &]■ 
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13. e' 




r -l 




Rpta ln (e 2 +1) - I 
Rpta. i(l+e 2 ) 


15. r: 


x€l-t, 1] RP'° 6 

Apta ^{l 3/TJ + 807 To -16] 


SECCION 4.5 

AREA DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION 


Una superficie de revolución es una superficie que se obtiene al girar una curva 
alrededor de una de una recta. A la recta la llamaremos eje de revolución. 

En esta sección nos ocuparemos de calcular el área de superficies de revolución 
generadas por gráficos de funciones continuas que giran alrededor de rectas 

m? i in . ,egral que nos permite iievar a cab ° est ° s cáicui ° s * 
“ d "“ n< ' ret »- '* •“*' '• 

L. El segmento, .1 gim, 
radio r, y r 2 Si A es el área de la ’ un tronco de cono circular recto de 

que: 2 A65 d area de la su P erí¡ ™ '«eral de este tronco de cono, sabemos 

4 = a(r, + r 2 )¿ ^^*1 j 






GIRO ALREDEDOR DEL EJE Y 

/(*)Z0,Vxen |a,é| 
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Tomamos una partición P del intervalo |a, 6) determinada por. 
a=x 0 < x, <...,< x¡ t < Xf <. . .< 

Uniendo con segmentos de re«a los siguientes puntos del gráfico de / 

Po = (a.Xa)),. • •• Pi -i = (*,-, .A P, = (*, ,Xx, P„ = (b.Ab)) 


obtenemos una poligonal. Esta poligonal, al girar sobre el eje X, determina una 
superficie formada por conos truncados, cuya suma de sus áreas aproximan el área de 
la superficie de revolución. 


Ahora, nos concentramos en la parte comprendido entre los puntos 
P ¡-1 =U-|, Ax ( _,)) y P, =(x,,Ax,)) 


EL segmento de recta que une P 1 , _ \ con P, , al girar, genera el tronco de cono de. 
Radios: r¡_i=f{x¡-\) y í’ i =J[x¡). Altura oblicua: L¡ = P, _ Y P, . 


El área de este tronco de cono es: 



(1) 


P s - 





a . -U. ~ una réplica de la parte de la poligonal 

El triángulo pequeño picando el teorema de Pitágoras: 

comprendida entre los puntos r,_i y i- P 

I,= P ~ñ -= /^x) J + (/(x,)-/(X|-i) y (D 
Por el teorema de. valor medio para derivadas, existe c, e (*-.,*)*> que 

.,-v^v .1= f'(c.ytx l -x.. l )*‘ f'ícfax 


(3) 




























£*)•/(*> t 

jumau* 


«> t(5M»<U 

A»t¥»jJt*{rZ^f *>* 

Alta**, * 4 « «t *m * I» ****** * **Wm*w». 

4 . ¿A* ¿ te/ir. «/»•</ w7**»í A» »/»•(/ Vi» )‘ 

l«Mf* pwJpniw imHmm +m 

4 ’**\}f‘.,.'L ' fcif 1 a*-:*J /uíjT* t/u i‘ * 

4• 1« J*ft»y I.(/ (,))' * 


<*!»') U 8 » IiIIhiMOM | J| V 





4 * u | '» •*</ «♦)* 


MI 


ni 



_ r 

* W i 4) » « 4* •> n>voi)iMaii • « «p v W| 


« «i »iUU MWW : tmOt % 



i> A.««n.n* * rn fHHftr «liitm •»«* * «*■%**»•* — » * « 

*tl • * • v «i ti «r # «tmw W * »* » mém* 
mi* V 

l*r *»-«»».■«—«»» — <»■ » » »««■»» 

4-Í» J '** 

. L-irrt^ r -jf - - * - —«» * «M * 

«vi •*•«*•** IH«Í*«*ÍÜ<4MX 

y* ' »«V* 
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--- 'T^É^HORIZONTALES o verticales 

GIROALREDEDO ca | cu |ar el área de superficies de 

Las fórmulas (10) y (>>>"“’ ’ horizon(ai cs (paralelas al eje X)lo ver,¡cales 
«velación con ejes que son precjsa determinar los valores de r(x) y r(y), 

(paralelas alejen Para £ un pun(0 gen eral de la curva al eje de 

revoluclón^Las sedentes figuras nos ilustran dos casos: ^ 
y-A*) Y 


y=Ax) 



X 

. En la primera figura, la curva y =j[x) gira alrededor de la recta horizontal y = k L 
En este caso, r(x)=I /(x) - A*i |. 

. En la segunda figura, la curva y =J[\) gira alrededor de la recta vertical x = k 2 . 
En este caso, r(x) = I x - A 2 1. 

Los resultados anteriores nos facultan para establecer la siguiente definición. 

DEFINICION. 1 1. Si y =J[x) tiene derivada continua en el intervalo [fl, b], el área 
A de la superficie de revolución obtenida al girar la gráfica de 
/alrededor de un horizontal o vertical es 

¿=2,rJ r(x)J ! + (/’(*)) 2 dx> 


(I) 


donde r(x) es la distancia entre la gráfica 
revolución. 

2 A deia^uiérfi 16 d Ü riVada l COntinua en el 'Sérvalo [c, d], el área 

alrededor de un hVL^alTÍerttauf ^ * g 

+ dy. 


A = 

donde M es la" distancia 


de / y el eje de 

c, d¡, el área 
gráfica de g 

(II) 
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1 EJEMPLO 1.1 Hallar el área de la superficie de revolución que se obtiene al girar 
alrededor del eje X el gráfico de y = x 3 , donde 0 £ x < 1. 

Solución 


Tenemos que r(x) = x 3 y / • (*) = 3x*. Luego, 
A = 2/r [ r(x)>J l+(/’(x)) 2 dx 

Jo 

= 2tt f x 3 J l+( 3x 2 ^ dx 

Jo 

Í i _ 

x 3 >/ l + 9x 4 dx 
o 


Sea u = 1 + 9x , entonces 

du =36x 3 c£c , dx = -^-r 
36x 3 



Luego, 

A 


-fe {' ^ fe [ = ffr 2 ], 

= 10 3 ' 2 - 1 ) = •§( ) =3 ’ 56 

EJEMPLÓ2TI Hallar el área de la superficie de revolque * obtiene al girar 
-alrededor del eje Y el gráfico de y - * , donde 0 <* _ 



. 2£L f J7 + (3 x 2 ) («**) 

6 Jo 3 - _ , 

, ..-Av- x = 0 u = 0. x-1 

Sea w = 3x 2 . Tenemos: du-te- x 


u = 3. Luego, 








































[eJEMPLoTI Hallar el área de la superficie de revolución que se obtiene al girar 
alrededor de recta y = 1 el gráfico de J[x) = 1 - e, donde 0 < x <, 1. 


v 


2 - 





Solución 
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Sea Se tiene: du = e x dx. x = 0=> u =i. 

C c i 

A= 2n 


> u = e. Luego, 


í, du - + iln(u + 

= 2^|>Tü7 + i| n | e + ,[77?)] . 2 ^^ + ^ 

= rr[ev/777 - sil + !„(<. + sTÜ7j-ln(l + 




1 EJEMPLO 4. 1 Probar que el área de la superficie esférica de radio r es 
A = AnS 

Solución 

La superficie esférica de radio r se obtiene girando, alrededor del eje X, la 
semicircunferencia y = >/ r 2 - x 2 . 






. Luego, 


A-2n 


2 n 


■* ■L' 


4;rr 


ÍÜÉMPLÓsn Hallar el área de la superficie que se genera al girar la circunferencia 
x 2 + y? = ar alrededor de la recta y 


Solución 

De la circunferencia tomamos el arco que 
El arco superior es el gráfico de la función 


está sobre el eje X y el que está debajo. 
























































las derivas de estas funciones son: 



f,(x) = s¿-1- 

¡irar alrededor de la recta y = r es 
r ** girar alrededor 


la unión de las superficies generadas por los g 
de la recta y = . , . _ 

Para el gráfico de y -/{*)• y para el de >■ = gM, K*) = * - 

Considerando, que estos gráficos son simétricos respecto al eje Y, se t.ene: 

A = 4xj \a-f(x) )J l+(/' M Tb + 4n j o ( a -*W)V ,+ («’W ) A 

^ = 4rrJ°(fl-Va 2 -sr 2 ) j l+(-Jr/Va 2 -* 2 ) A 

t| |aWa 2 -* 2 ) ^ l+|i/Vo 2 -* 2 ) * 

' I ^ _f /• O 


Jo ' 7 ’ ' 

= 4, [ (2a) = 8^ [ -^= 

= 8?ra2 | -j=L= dx sen -1 f—'j] = 8/ra 2 * =4 




= 8/ra 2 — = 4*V 
2 


j JEMPLQ 6.J Area del elipsoide de Revolución 

? ■» 


Sea la elipse — + 2L= j 
fl 2 6 2 * 

donde 0 < b < a. 


Se llama excentricidad de esta elipse al número* 





No confundir la excentricidad con e, número e = 2,71828 ... 

obtiene unTL^rie el drrc^ e<1 X del eje X 0 del eje ' 
revolución. evolución, llamada elipsoide 



2. Probar que el área del elipsoide de revolución que se obtiene al girar la elipse dada 
alrededor del eje Y (la superficie de una arepa) 


Aj _ W+ Z[£ In (l±£) 


Solución 

1. Esta superficie de revolución se obtiene girando el arco superior de la elipse 
alrededor del eje X. Este arco superior es el gráfico de la función: 

v= — >/ a 2 -x 2 , donde - a <x <a 



Tenemos que 


, v b I 2 2 » ¿ 

K*)= -v a -x y y = - 


Luego, tomando en cuenta que la elipse es simétrica respecto al eje Y, 


, ( b -x 


. “ p .W- TV* - % * 


V * 2 -e*x' 


2 -u 2 du 


<\nb 

ae 


* V 

[5^4~"í r 


= *ít*J7^áV+™T sen a 

ae 2 * 2 0 


CgX&£r* 

■ 
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| EJEMPLO 6.1 Arca del toro (una dona ) 


El toro es la superficie de revolución 
alrededor del eje Y la circunferencia. 


que se obtiene al girar 



Probar que el área del toro es A = An ab 

Solución 

A la circunferencia (x - b ) 2 +y 2 = a la consideramos como la unión de los 
gráficos de las funciones: 

J[y) = b+ y¡ a 2 -y 2 y giy) = b- yj a 2 -y 2 , 

Luego, el toro es la unión de las dos superficies de revolución generadas por estos 
dos gráficos, y su área (del toro) es la suma de las áreas de estas dos superficies 

Para la superficie extema tenemos que: 

>iy) -fiy) ~ b + \j a* -y 1 y / -(y) = r2 

yj a -y 


Para la superficie Interna tenemos que: 

Luego, considerando que esta circunferencia es simétrica respecto al eje X, 



A = 4tt 
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pporí FMAS RESUELTOS 4.5 


[PROBLEMA l] Hallar el área de la superficie generada por el lazo de la curva 
9ay= x(ia-x) 2 , a> 0, 
al girar alrededor del eje X. 

Solución 



La curva intersecta al eje X en * = 0 y en x = 3 a 
Despejamos la variable^: 


x(la-x) 2 => y = ± — =s/7| 3a-x | 

f(X) ° 0Sz<3a 

Tenemos que r(x) -f(x) = ~j=~ -/x (3o - y 


Luego, 



a-x 

iraj-x 
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1PROBLEMA~2T1 Hallar el áre* . 

siauicnte r , C . a su P er ficie de revolución generada por la 
siguiente curva al girar alrededor del eje X 

, y 2 + 4x = 2lny, I 2 




Solución 


Despejamos la variable * (la más fácil de despejar) 

* = = ^Iny-iy 2 , i Sys2 

Tenemos que r(y) =y y g-^,) = J_ _ l = Uego 


2 y 2 2 y 


A = 2n 


J '■0')/l+(g’Cv)) J dy = 2n <fy 


= 2 *Í 


2 j4/-(l-2y 2 +/] .2 


2y 


dy = n 


¡(i 


1 PROBLEMA 3. | Hallar el área de la superficie de revolución que se obtiene al 
girar alrededor del eje Y la astroide X 2 * +y 2/3 = a 2 ' 3 


Y 



En vista de que la astroide es simétrica respecto al eje Y, para obtener la 
superficie indicada, es suficiente hacer girar alrededor del eje Y la parte de la 
astroide que está a la derecha del eje Y. 

Aún más, como también tenemos simetría respecto al eje 
X, el área A de la superficie indicada es el doble del área A, 
de la superficie generada por la parte de la astroide que está 
en el primer cuadrante, que es la gráfica de la función de la 
función 

*=g(y) = ( fl2/3 ~y 23 ) 
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Tenemos: r(y) =x y g'(y)* —(a 2/3 -y 2n ) , 2 f—y~ ,/3 )m 3 V 2 

2 w ; 

Luego, 

A = 2A, = 4n J XyJ l + ^'O')) 

Jo * = W» 


0 * 3 - y?» 

^r 1 - “y 


= 4n 


Si M = úr 2 3 - v 2/3 


2 ^ 


^ , entonces ^ = 0 => w = a 2 * 

3y 3 y &-=>u*z 


Luego, 


„.w» a 

r° 

5 í w 

J a 2/3 


“- W ° I *”* = «*»" J' V 1 * = 6^'-[f« 5/2 ^’ M 

= jTO ,/3 <'a J/3 / /2 = ^ a 2 


^5o1l|maI] Area de la Catenoide 

^ Cl 3rea de su P erficie que se obtiene al girar, alrededor del 
eje X, a la catenaria y = acosh £, - aSx¿a 

Esta superficie se llama catenoide. 


Solución 
Tenemos que /•(*) = ocosh £ 

que la catenaria es simétrica 



Luego, tomando en cuenta 




respecto al eje Y, 
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A = 4/r 


f 0 “ C ° Sh f j' + «nh 2 ¿ dx = Ana |“cosh 2 |dx 

x f ' cosh (2x /a) 4- | p" 

J 0 2 d* I ( cosh(2x/a)+ l)dx 

J o 

2^-0 I cosh {2x/a)dx + 2na 


í> 


2 L cosh (‘ 2x/ a)[j~^dx + 2;ra j dx 

I 56 " 11 T] t +2íta [ * l“o = *°[ senh2 ] + 2 ™[ * ] 

+ 2 na 2 = tZ±L +2 j = _ e -2 +4 ] 


¿5/lB/,4S 0l/£... 

La catenoide es uno de los ejemplos más conocidos de las llamadas superficies 
minimales. Este tipo de superficies se caracterizan por se puntos críticos de la 
función área que tiene por dominio el conjunto de superficies que tienen una misma 
curva como frontera. El nombre de superficie minimal fue introducido por Joseph 
Louis Lagrange (1.736-1813), en el año 1.760. Actualmente, estas superficies y sus 
generalizaciones, constituyen un campo importante de una las ramas más notables de 
la Matemática, que es la Geometría Diferencial. 


PROBLEMAS PROPUESTOS 4.5 

En los problemas del 1 al 9, hallar el área de la superficie que se obtiene al 
girar alrededor del eje X la curva dada. 

1. y = 3x, 0 < x £ 1 

2. y 2 = 12x, OS* £3 

3. y = rx - J* 3/2 * 0 x £ 3 


Rpta. 3 /T5 
Rpta. 24(2yÍ2-\)tr 

n 16 

Rpta. —n 
9 


























¿-y 1 * 1, O ¿y S2 


^sassísar 1 - 

6a xy»* 4 + 3 a 4 


y?p/ a . ^[ó/2 + ln(3+2/2)]^ 


oS*£2o 

y?p/a. -Z ^r fl 2 
16 
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20. Hallar el área de la superficie generada por la rotación, alrededor del eje Y, de la 
curva 


curva 

6 axy = x* + 3a 4 , aZx£3a Rpta (20 + In 3 

21. Hallar el área de la superficie generada por 
la rotación, alrededor del eje Y, de la curva 

Ay = x - 2 ln x, l£xS4. R pta 2 An 

22. Hallar el área de la superficie generada por la 
rotación, alrededor del eje X, de la parábola 

y 2 - 4px, p> 0, 0 < x <i 3p Rpta. ~np 2 n 

23. Hallar el área de la superficie generada por la 
rotación, alrededor del eje X, de la curva 

2x = y yjy 2 + ln [y + yjy 2 - l j 

Sug. — = y¡ y 2 -1 Rpta. 78tt 

dy 

24. Hallar el área de la superficie generada por la rotación 
alrededor del eje X de un lazo de la curva 

8aV=x 2 (a 2 -x J ) 

„ 1 2 
Rpta. -na 

25. Una fábrica de artículos eléctricos ha 
diseñado un bombillo haciendo girar, 
alrededor del eje X, la gráfica de 





y =i J C 1 ' 2 --X in . 

2 3 4 

donde x se mide en decímetros 

a. Hallar el área del bombillo (la parte de vidrio) 

b. Hallar la cantidad de vidrio que tiene cada bombillo, si el grosor del vidrio es 

de 1 mm. 3 

Rpta. a. l*»0,5fl9dm 2 =58W b. 58.9cm X 0,1 cm = 5,89 cm 

26 . Hallar el área del superficie generada por la rotacián. alrededor de. eje Y. de 1. 
catenaria. 2 / ,* 
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CENTRO DE MASA DE UNA BARRA 

Antes de analizar el caso de la barra, veamos el caso especial de un sistema 
discreto unidimensional. 

Según la Ley de la palanca, descubierta por Arquímedes, el balancín mostrado 
anteriormente, donde se tienen dos jóvenes de masas m\ y m 2 , situados a distancias 
d\ y d 2 del punto de apoyo, está en equilibrio si 


d\. m l = d 2 . m 2 

Coloquemos un eje de coordenadas horizontal con origen en el punto de apoyo. L¡ 

°h ena ^ 6 ”!. es *> y la de m 2 es x 2 = c ¡2 Con esta notación, l¡ 

condición de equilibrio dada en la igualdad anterior, se expresa así: 


*i - m \ + x 2 .m 2 =0 


dondexes la distancia (dirigidle h m!°pZ"ZdT dad ° Pr ° dUCt ° * ' 



m 



— «esas 


"*** S0Dre u na recta están < 
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Generalicemos el resultado anterior „i 
eje de coordenadas. Sean m,, m P ?“° de n particulas situadas sobre un 
2 • • , m„ las masas de estas partículas que están 

situadas en los puntos x., 0 m M 

2 . • • * x n . La masa total del sistema es: 

n 

M= = w, + m 2 + ...+ m 

tm\ n 

Llamaremos momento del sistema resnertn i , 

la suma de todos los momentos individuad. Esto es 8en ’ * ° denolaremos P° r M °’ a 

n 

M ° = ü*' m ' = *' m ' + ** m2+ ■ • • + *• m " 

La condición de equilibrio en el origen es M„= 0. Pero es de esperar que no todos 

los sistemas logren equilibrio en el origen. Sin embargo, siempre existirá un pumo x 
sobre el cual el sistema se equilibre. 


m j m 2 


'»3 


x 2 


*3 


En este caso, el momento del sistema respecto a este punto x debe ser nulo. Es 
decir, 

(- x )m x + (x 2 - x )m 2 + . . . + (x„ - x )m„ = 0 => 

x x m | + x 2 m 2 + . . . + x n m n = x m, + x m 2 + ... + x m„ => 
x ( m l + m 2 + ... + m n ) = x, m, + Xj m 2 + ... + x n m„ => 

- _ X\m } + X 2 m 2 + • • • + X n m n = ^ 0 . 


W| + m 2 + . . . + m n 
Se llama centro de masa del sistema al punto 


| EJEMPLO l7| Hallar el centro de masa de un sistema de masas 
m, =5, m 2 -3 y w 3 =2, 

localizados en los puntos jq 4, x 2 4 y x 3 9. 

5 3 2 


Solución 


-4 


- 30 , 

+ + 0 y * = — - 3 


M=5 + 3+2= 10. 




























260 


Capitulo 4 Aplicación»» de La Integra! 


> 014 , 


. h*rra de la cual aólo nos interesamos en » u i fm# . 

Vtt mo% «I c *‘°.com,, un trozo de alambre de longitud L. f! " u d 

^°^gpenáenáo del material de que esti hecho el alambre, consideramos su 

J^Tad «»«.'/> »»“ uniditede ngy 

^ unidad de longitud 

dice que la barra es homogén» si pts constante. En este caso, el problema de 
fta „ar el centro de masa es trivial, ya que el centro de masa coincide con el p Uf1to 
medio de la barra. El caso que nos interesa, es el de una barra no homogénea. F 4 
decir el caso en él que la densidad lineal p es una función, p * p(x), que varía de 
acuerdo a la localización del punto en la barra. 

Colocamos la barra de longitud L sobre el semieje positivo de un sistema 
horizontal de coordenadas, haciendo coincidir un extremo con el origen. 


Se 

hallar 


r 

C, 


X, 


Tomamos una partición regular del intervalo [0, L) con Ax — y 

n 

0 "*> < *1 <•••<*/-! < */ <••••< ¿ 
Consideremos el intervalo | jc,_, , |, en el cual tomamos un punto c,. Sea AT la 

masa total de la barra y sea A,m la masa de la porción correspondiente a este 
intervalo [x,_,, x, ]. Se tiene que: 


A,m * fie t )Ax, M £ A,/w y 

t • i /-i 

Luego, la masa total de la barra es: 


M- 


Lim £y 0 (c,)A* 



• l. 

A/- 

p(x) dx 

• 

o 


no^conccntranm** " 7'™'° la barra respcc '° al **>. mtevameni 

concentra*» en el tn.ervalo Suponemos que la porción de masa A,r 

porción de I ^ ' U **"* PUm ° ^ ^ CS,C CaS °’ una a P roxima ción al momento de esl 
porción de la barra respecto al origen es: 

* c,A,m - c,fi(c,)&x, 

Ln consecuencia, 

K - t\K " t^Pic.íAx y p, - Un, p lP (c,)Ax. j ' xp(x) cu 

E “° “• Cl m ° n ' e '"° dc ,oda la ^rra respecto al origen es 
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y el centro de masa: 




xpTxjdx 


[EJEMPLO 2-1 Se tiene un alambre de 9 cm de longitud. Su densidad en el punto 
situado a íems. de un extremo es ¿ x )= S. 


O x 9 

Hallar: a. La masa del alambre 

b. Su momento respecto al origen. 

c. Su centro de masa. 


Solución 


a. M = J p(x) dx = J yfx dx = ^(x )* 2 j = 18 

b. M 0 * J xp(x) dx = | xyfx dx = j^( x ) 5/2 j = = 97 ¿ 


A*o 

M 


97,2 

18 


5,4 


CENTROIDE DE UNA REGION PLANA 

En esta parte, extenderemos los resultados anteriores al «so dc jma pla^ 
homogénea, de la cual sólo tendremos en cuenta su largo y su ancho «^te 
espesor. Así como en la discusión de la barra, comenzamos con el caso discreto. 

Tenemos n partículas, de masas m,, m 2t . . .. focalizadas en los puntos 
u,, .Ki). (x 2 , yi)> • • • (*•» 

La masa total del sistema es 

« 

M- 2 m i 

1-1 
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Se llaman momento respacto «I eje Y J momento respecto al eje X de | sj 

• i "‘‘k 

M . Yx,m, M, ■ 2>/«t 

El centro de masa del sistema es el punto (x , y), donde. 


X - 


M 


y = 


M 


| EJEMPLO 3. j Hallar el centro de masa del sistema de masas m l - 5, ^ = 3 ^ 
mj = 2 . localizadas en los puntos ( x,, y, ) = (- 4 , 2 ), ( ^ ^ ^ 

= (-2,D y = (*> 5 )- 


Solución 

Tenemos: 

M = /n, + m 2 + m 3 =5 + 3 + 2=10 
A/ v = x, m¡ + x 2 m 2 - x 3 m 3 

= (-4X5)+(-2X3) + (8X2) = -10 

M x = y¡ m¡ + > 2 m 2 - >' 5 m 3 

= (2X5)+ (1 X3M5X2) = 23 

Luego, 



x 


M > _ -10 , - M r 23 - - 

M " 10 To = ’ 3 y ( * •>)-(->. W) 


¡Smtírnirti— 


= />A¡A 

>resente texto. ? ** ^ homogénea es má s complicado, y no lo tratamos en el 
Tenemos una lámina que ocupa la región del plano encerrada por: 

*’ T = f(x), donde g(x) S/(jt) 

Tomamos una partición regular del intervalo [a, b] con Ax= y 
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En cada subintervalo I x, , 1 

rectángulo indicado en la f,gu,a,' qu e utnc^X? ^ *' ConsUuimos d 


/i-yico-gíc,) 
y cuyo centro es el punto 
( c,, d¡ ) . donde 

d, = ^(/(c i) + £(c,)) 




SD 

'• ? ,(c r g{c)) 


Ahora, de este rectángulo, calculamos su masa y sus momentos respecto a los ejes 
Para esto, consideramos que la masa del rectángulo está concentrada en su centro 
(c,, d,). Sea A ,m su masa, A,p y su momento respecto al eje Y y A,p x su 
momento respecto al eje X. Se tiene que: 

A ,m = p (área) = p (altura) (base) =p h\x = ) - g( c,) )Ax 

A ,M y = c, \m =c,(p(f(c l )-g(c,))bx) =pc,{Ac,)-&c ¡ ))¿x 

A ,M X =d, A ,m = (^(/(c,) + g(0)j (/>(/( c i) ~ g(0)Ax) 

= Íp[(/M 2 -U( 0 ) j ]a* 

Ahora calculamos la masa y los momentos de la lámina: 

A 1 = Lim Y Am, = Lim ¿p(AO -gjc,))Ax = P ( (/«-*«)* 

n~* x , n ~* ® « a 

«, = Lim ±6M, = Lim -«Cfi»*"* l *(/«-*«)* 

M = Lim ¿V#,- Lim ]* 

X n ~* « ,=i L 

M = P jVto - *«>*• 


En resumen, 


M 
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. (x v ) de la lámina es dado por: 

El centro de masa l * * > > 

_ M v - _ M x 
X ~~M' y M 

En el cálculo del centro de masa se cancela la densidad p. Esto s¡g n ¡fj Ca 
punto (í J) depende sólo de la región que ocupa la lámina y no de | a mate* * 
que está compuesta. Por esta razón al punto ( x , >>) se le llama también centro* * 
la región que ocupa la lámina. Haciéndose énfasis en esta idea, se defi ne 6 ^ 
momentos de la región como los momentos de la lámina con densidad p * los 
este caso, la masa de la lámina, * En 

M=p /; (/(x) - g(x)) dx es el área de la región, A = í (/W - «(*))*_ 

En resumen: 

I DEFINICION. | Si Q es la región encerrada por 

x = a, x = b, y =f[x), y = g(x) , donde g(x) ¿fix), 
y si A es el área de Q, entonces: 

1. Los momentos de Q respecto al eje Y y al eje X son, respectivamente, 

M > = f x ( f M - g(x)) dx M = [ \ [(/(*)) 2 -(*(*)) l ] dx 

2. El centroide de la región Q es ( x , y ), donde 

* = 4" 4 J o y = ^ J [(/wf-Uw) 2 ]* 


[ EJEMPLO 4 j Hallar el centroide de la región encerrada por V 

Solución y >«*»— * + 2. 

Hallemos los puntos de intersección: 

4-x 2 = -* + 2 o 

-*-2 = (x+ 1) (jr — 2) = 0 O 
*“-l ó x = 2 
El área de esta región es: 



J yw - «<*))*- 


ote 
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Ahora, 


■ iy + * + 2 )*-[ 44 +2 *] 1 ,^ 

ira, 

' “ { L *(/«-»«)* - ¿5 j J *((4 -¿)-(-x + 2)) dx 

’H-V +x2+ ^ a “![-t4 + ^,4 

= ? í, [( 4 " x2 ) 2 "(~ x + 2 ) 2 ] dx * \ j lx 4 -9x 2 +4x + 12]dx 


1 x 


= - I-3x + 2x + 12x = — 


9 5 


12 


Por tanto, el cetroide de la región es (x, y )= (1/2,12/5). 


PRINCIPIO DE SIMETRIA 

Este resultado, que llamamos principio de simetría, es intuitivamente obvio. 

Si una región tiene un eje de simetría, entonces el centroide de la región está 
situado en este eje. 

| EJEMPLO 5.] Hallar el centroide de una región semicircular encerrada por 
y = 4 r 2 -x 2 y el eje X 

Solución 

El semicírculo es simétrico respecto al eje 
Y. Luego, por el principio de simetría, el 
centroide ( x , y ) está en el eje Y. En 
consecuencia, x = 0 y sólo falta hallar y . 

El semicírculo es encerrado por 

J{x) = V r 2 - y gto = °- 
Por otro lado, el área del semicírculo es A — 

y = i- | , [(/W)‘-(«W) ! ] A 



nr ‘ 
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Int, 


Luego, 


el centroide de la semiesfera es (x, y ) * (0 , 4r/3;r ). 


'^gral 


3* 




[EJEMPLO 6.1 Hallar el centroide de la región R encerrada p 0r i 
coordenados y la curva 0s 


c Je$ 



dx 


P/6 




-4. L¿ 4 


T a "r“-~d ,/2 jc 5 /2 , ^ 

a 1 [ 2 s * + ~ 


EI «mro¡d et 


(i. y ) £ £ j 


“"™«- C m RO,DI!D,!lJN *>«:0,ON SIMPLE 

. 
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[ KJE1M PLO 7.J Hallar el centroide de la siguiente región 

Solución 

La región está conformada por tres 
rectángulos, los que nombramos de 
izquierda a derecha, con R,, R 2 y r 3 

Los centroides y áreas de estos 
rectángulos son, respectivamente, 

(*i> y, )~ (-1,5,1), (x 2 , y 2 ) = (0,0,5), (x^, y 3 ) = (2,l,5) 

y4| =2, A 2 — 2, A 3 = 6 

Tratándose de una región, en lugar de la masa se toma el área. Luego, 

- _ x,A,+ Ma + x,/l, _ (-I.S)(2) + (0)(2) + (2)(6| 9 ^ 

A\ + A 2 + A 3 2 + 2 + 6 10 ’ 

- yA ±yAi + yA _ ( i )( 2 )- p ( o , 5 )( 2 )+( i . 5 )( 6 ) _ 12 _ |; 

A\ + A 2 + A 3 2 + 2 + 6 10 

Por lo tanto, el centroide es (0,9, 1,2). 


TEOREMA DE PAPPUS. 

I TEOREMA 4.11 Teorema de Pappus. 

Sea R una región del plano de área A, L una recta que no corta el 
interior de R y d la distancia del centroide de R a la recta L. Si 
la región R gira alrededor de L, entonces el volumen V del 
sólido resultante es 

V= 

Observar que c = 2iul es la distancia 
(longitud de la circunferencia) que recorre el 
centroide al girar alrededor de la recta L. 

Demostración 

Ver el problema resuelto 7. 




| EJEMPLO 8 . | Sea Rencerrada por tosejes coordenados y la curva 

- rx+ry-'T* 

Sea L la recta que pasa por los puntos (a. 0) y (0, o). 


Hallar mediante el teorema de Pappus, el volumen del sólido 
generado por la región R al girar alrededor de la recta L. 


Solución 































Capitulo 4 Aplicaciones de la Integral 


26S 

a 4~»*«****_¿ 

0área*lar*¡!*" ReS/4= 6 

0 cintro*< )eRes C= ( X ^ = ( *' ? I' 


Poro.ro lado, una ecuación * la recta L es: 

¿ly + x-a-V 


La distancia del centroide C a ¿es: 


</=4C,¿) = 



3o 

5/2 



Luego, de acuerdo al teorema de Pappus, 


3 a (f _ na 

V ‘ 2ndA = 2 *J72T~ 5f2 


[EJEMPLO 9.1 Sea R la región encerrada por el 
eje X y la parte superior de la 


elipse: 




■rí-' 


K'D 


Solución 


8 ‘ H°j i r e ", d ' l , e ! ips0ide dc «volución. (balón de fútbol americano) 
del solido que se genera al girar la región R alrededor del eje X. 

b. Mediante el teorema de Pappus, hallar el centroide de la región R. 


a. La curva superior que encierra 
«el gráfico de la función 


a 


•a región R 





4 , 
~nab~ 
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¿SABIAS QUE 


PAPPUS DE ALEJANDRIA (290-350 A. C.) es el último de 
los grandes geómetras griegos, nació y vivió en Alejandría. Su 
principal obra es Colección Matemática, publicada alrededor 
del año 340 A. C. en ocho libros, en los que presenta un 
resumen de una buena parte de la matemática de la Grecia 
Antigua. En el libro Vil se encuentra el teorema que lleva su 
nombre, con su respectiva prueba. Algunos de los libros se 
perdieron. En el siglo XVI, el matemático Federico 
Commandino (1.509-1.575) tradujo, la obra de Pappus. 

Algunos autores llaman al teorema de Pappus ”teorema 
Pappus -Guldin 

PAUL GULDIN (1.77-1.643) matemático y religioso suiza Su 
obra fue publicada en cuatro volumen. En el volumen 2 aparece 
el teorema de Pappus. Se dice que Guldin no conocía qu 
resultado ya lo había probado por Pappus. 


p a p P i 


fimiic» 



PROBLEMAS RESUELTOS 4.6 


_ , j- longitud y su densidad lineal, en un 

PROBLEMA Q Una barra tiene 10 cm. de g > Hktancia de l punto al 
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U masa de la boira. 

r -cnecto al origen- 
b. El momento respe 


c. El centro de masa. 



-> 

X 


, a- »——*" ” " ***“ '*** 

. vm+6 = 4 => ¿ = 4 =>A*) = a* + 4. 

Tenemos que & 0)-4. Luego, | I 

Porotrolado,A>0) = «=>^°) +4 = 6 ^ 5* 4 ' 


Ahora, -,10 

/>*- OhMsH.- 508 

b. «, - £<*>* - £’»(;»♦<)* - J, '*')* 


C. X = 


Mq_ _ 800/3 _ 16 
M 50 3 


[ PROBLEMA 2. | Se tiene una barra de 2 m de longitud. Su densidad lineal en un 
punto cualquiera de la barra es directamente proporcional a la 
cuarta potencia de la distancia del punto a uno de los extremos. La 
densidad en el punto medio de la barra es 2 kg/m. Hallar: 

a. La masa de la barra. 


Solución 


b E ' momenl ° res P ecl ° al origen, c. El centro de masa. 


* compZ Z Sci^suS^e l^tdá 


origen en el extremo del cual 


Si un 
sabemos 


uíego| iStanC ' a * ^ or '8 en . entonces p( x ) = far 4 . Ade, 
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*(1) 4 = 2 => * = 2 => 

Mx) = 2x 4 

Ahora, 



64 t, 

"T kg 

r '■ p 2 

f 2 

b. Mo = xp(x)dx = \ x(2x 4 )dx = 

2x 5 dx 

Jo Jo 

J 0 

- Mo _ 64 /3 _ 5 

c - X M 64/5 3 
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|p]ú)BLEMA 3.1 Hallar el centroide de la región encerrada por 

y = -r*, 3 -=-Y 

Solución 



Ahora, 


5-¿0 ( / M )--(^) , ]*-30- 

f 4 3 r x 5 X 2 V 3 [1024 16l,_9. 

“ J . [**/«♦-*]4fc - -¡J . “»« wl3» 2 -l 10 


El centroide es 
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n ~ -»w 

32 

Pero, según el problema resuelto 8 de la sección 3.4, A = 

— 2 a 

Reemplazando (2) en (1) obtenemos: x -—— 

Finalmente, el centroide de la región es ( x , y ) = (-2a/3, 0) 


( 2 ) 


(_ BLEMA 5. | Usando el teorema de Pappus, hallar el volumen del sólido 
encerrado por el Toro (dona). Recordar que el toro se obtiene al 
girar, alrededor del eje Y, una circunferencia de radio a y cuyo 
centro es el punto (ó, 0 ), donde a < b. 


Solución 


círculoTe íárt°' re8 ' Ón * qUe genera al sólid ° « el 

recio radío « que g¡ ra alrededor del eje Y. El área 

deRes A* xa, SU centroide, ü,ü) = (é n> v |a 
distancia del centroide a la recta de nr« j _ ^ 

Por el teorema de Pappus, 8 ’ d ~ b ' Lue 8 °. 


& 
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[ ppnRl. KMA Mediante el teorema de Pappus, hallar el centroide de la región 
1 —- encerrada por la astroide 

en el primer cuadrante. 

Solución 

Si A es el área de la de la región sombreada y Ves 
e | volumen del sólido engendrado por esta región al 

girar alrededor del eje Y, entonces __ 

1 De acuerdo al problema resuelto 8 de la sección 3.4, 

4V 8 J 32 

2 De acuerdo al problema propuesto 8 de la sección 4.2, 

T , 1 r 32 ^ 16 3 

2 V105 J 105 

Por otro lado, distancia del centroide (x, y) al eje Y es 
d = x , y por simetría, x = y . 

Ahora, de acuerdo al teorema de Pappus: 

16 3 

i/ — 71(1 

_ v _ ios 


\ 1 1 
A 


V=2ndA = 2nxA => * = — 


- - f 256a 256a ) 

Luego, el centroide de la región indicada es (x, y) - 315 ^ J 


|PROBLEMA7T| Demostrar el teorema U gonces el 
L una recta que no la corta, bt K g>« a área A de 

volumen V del sólido resultante 

la región, por la distanciad recorrida por e 

V st 2ndA 

Solución 

Supongamos que la recta de giro L sea el eje \ 

Podemos suponer también que la región 
región encerrada por: 

y=J W, 

donde g(x) £ fix) 

En este caso, la distancia del centroide 
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-g(x))dx 



PPni FMAS PROPUESTOS 4.6 


. Pedr0 v Betly están sentados en los extremos de un sube y baja de 8 m de 

Lid! que se encuentra apoyado en su mitad. Ellos pesan 80 kg y 60 kg, 
respectivamente. ¿Dónde deben colocar a su hijo que pesa 40 kg, para equilibrar la 
^7 Rpía. A2 m. del lado de Betty 


2. La densidad lineal de una barra de 4 m. es una función lineal de la distancia del 
extremo izquierdo. En este extremo, la densidad es 2 kg/m y en el otro es de 12 
kg/m. Hallar: a. La masa de la barra b. El centro de masa. 

Rpta. a. 28 Kg. b. x = 52/21 


3. La densidad lineal de una barra de 4 m. es una función lineal de la distancia al 
centro de la barra. En cada extremo, la densidad es 4 kg/m y en el centro es de 2 
kg/m. Hallar, a. La masa de la barra, b. El centro de masa. Sugerencia: Colocar el 
ongen en el centro de la barra y considerar la simetría. 



a. i í. /\g. U. X — VJ 

4 'dLt^l l T a de | 3 '7 - J La densidad lineal en un P ut «o cualquic 
en la misma recta deTa* bam TT\'* ^ f ^ PUnt ° fij ° externo ’ si 
izquierdo, la densidad es de 2 kg/m Hallar l2qUÍerdo ' En es,e ex 

*• La función densidad lineal, b. La masa de ,a barra, c. El centro de masa. 

5 Se y */>“>• *.*Y) = 2(1 +Jt ) b.\5 kg c.x = l> 

?****« en un punto cuartera de, cab 

szr? a de ia *««¡a de i Pur 

“ dCl CaWe »• El centro de mía ’ de " SÍdad es 3 ^cm. Hall 


R P fa - a. 1.000 gr 


• * * 7,5 cm 
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6- Una barra tiene 4 m de longitud. Su densidad lineal en un punto situado a una 
distancia x del extremo izquierdo es p(x) = 4 - sen — Hallar 
a. La masa de la barra. b. El centro de masa. 4 



Rpta. a. — (2 tt- 1) b. x=2 
n 

7 . Hallar el centroide de la región indicada en cada gráfica. 


f Cuadrado: lado= 4 
I Círculo: radio = 2 


b í Rectángulo: largo = 4, ancho = 2 


Círculos: radio = 2 



Rpta. a. (y , y) = (4jr/(4 + jr). 0) b. (x, y) = (2, 0+3ff)/(l + jr)) 


En los problemas del 8 al 15 hallar: a. Los momentos con respecto a los ejes 
coordenados. b. El centroide. La región correspondiente es la encerrada por 
gráficas de las ecuaciones dadas. 

g y = 4 - x 2 , en el primer cuadrante. 

Rpta. a. M y = 4, M x = b.^x, y)=(3/4, 8/5) 


9. y = yj 9 + x , eje X, eje Y 

Rpta. a. M y = ~, M, = j b. (x, y)= (-18/5, 9/8) 

10 . y = x, y = x 2 

Rpta. a. M y = ~» — ^ ( X * ^) = 0/^» 

n. y = -\l~x, y~~~^ 

Rpta. a. M y = — , M, = - — (*» y) = (9/5, — 9/10 ) 


12. y - eos x, y = 0 , jc = 0 , x = 


£ 

2 


Rpta. a. M y =- - 1, M.-j •>• (*- ?) = ((*/*)-K */ 8 ) 


13. y = sen x , y = 0, x = 0, x = n 

Rpta. a. M y =n, M x - j b. (.y, y) =(ir/ 2 . * I 8 ) 
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14. y - e\ eje X, eje Y,x~ ¡ 


. y- c , wjv. -j- - 

15. y = lnx, eje X,x = e 

t 

" 4 


**... ^ M * =e ~r b - (* j M<‘ 2+i >a. <-2)/ 2 ) 

En ¡os problemas del 16 y P haUar de la región indicada, a. Los m omeñtot 
con respecto a los ejes coordenados, b. El centroide. y 

16. La parte del círculo de radio r correspondiente al 
primer cuadrante. 

a. a. 3/, -y, M, =J b. (i. ;)=(4r/3/r. 4r/3*) T 


Rpta. 



x 2 y 2 _ 

17. La región encerrada por la elipse — + -y- I, 
a b 

en el primer cuadrante. 

_ .. d 2 ó .. ab 2 /- -\ f 4tf 4M 


i J ' ' \17t 17t) 

En los problemas del 18 al 21 hallar el centroide de la región indicada. 
. 18. El segmento circular adjunto, que corresponde a 
un círculo de radio a. 

Rpta. = (2a/(3ir-6), 2a/(3n-6)). 

19. La pane de un cuadrado de lado o que se obtiene 
quitando el sector circular indicado. 

**(* *) = (2a/(12-3*), 2a/( 12-3*)) 

20. La región encerrada por 

%«•(*, y) = (9/20,9/20) 

2L La región encerrada por 
3'* señar, y 13 eos a, 

9W se indica en la figura. 

22. M d I N» 

Rpta. 18* 
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23. Mediante el teorema de Pappus hallar , 

girar alrededor del eje Y, la rcuión v ° ,umcn del sólido que se genera, al 
(0,0), (6,0), (7,4), ( 1 , 4 ). fra a P° r c * paralclogramo de vértices: 

24. Mediante el teorema de Pappus hallar «i.. . 

al girar alrededor de la recta * = 2a la° ° dd SÓlido (dona) ^ uc M genera. 
x 2 y y 2 = a 2 . rCgl n enccrra da por la circunferencia 

Rpta. 47r 2 a J 

25. Mediante el teorema de Pappus v los fM(l i te< i . 

el volumen del sólido que genera la rewió d ° S P rob,cma >3 anterior, hallar 
x- mal girar alrededor «TTS.y= ««. X-0..-0. 

Rpta. a 2n 2 b. ir 2 / 2 

26. Mediante el teorema de Pappus, hallar el volumen del 
sólido qu e se gene ra al girar el semicírculo encerrado 

por y - -Jr 2 -x 2 y el eje X, al girar alrededor de la 
recta que pasa por los puntos ( 0 , -r) y ( r , 0 ) 

Rpta. V-ÍÍ^.,,3 
3/2 

27. La región encerrada por los gráficos de y = -x 2 , y = -5 g ¡ ra 
alrededor de una recta L que pasa por el punto (0, 3 ) El 

sólido generado tiene de volumen V = 40-/5 n . Hallar la 
ecuación de la recta. 

Rpta. L: y ±/ 3 x - 3 =0 

28. Sea R la región encerrada por los gráficos de 

^ = x 2 - 4, y -x -2 = 0, 

a. Hallar el centroide de R. 

b. Mediante el teorema de Pappus, hallar el 
volumen del sólido que genera la región R 
al girar alrededor de la recta L: y -x +2 = 0 

Rpta. a. (*, >/) = (1/2, 0) b. V = -^L 



SECCION 4.7 
TRABAJO 


En términos cotidianos, por trabajo entendemos el esfuerzo para rea izar una 
tarea. En los cursos de física de secundario aprendimos que si un o jeto se mueve a 
lo largo de una recta una distancia d mientras está sujeta a una fuerza constan e 
dirección del movimiento, el trabajo W realizado es 

W= F xd 

La siguiente tabla nos muestra las distintas unidades de trabajo. 
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Sistema 

mks (SI) 
Técnico 
cgs 
Inglés 


Capitulo J Aplicación™ itu la Inlogrol l V(lr , |Uj 


Distancia 

metro (ni) 
metro (m) 
centímetro (cm) 

pie (/?) 


Fuerza 

Ncwton (AO 
kilogramo ftierza(*g*y) 
dina 

libra (Ib) 


Trabajo 

N~tn « Joule (J) 
kilográmetro (kg 
dina-cm = ergio 
íb-fi 


. • ni ionni ciue el inglés, toma como magnitud fundamental 
— ** — - *. 
11 B a,. v ™ _a- W se tiene que: 


a la 
n— 


1 kg-f= 9,8 Newtons 


[EJEMPLO l7| a. Hallar el trabajo requerido al levantar un objeto de 5 kg de masa 
a una altura de 4 ni. 

b. Hallar el trabajo requerido al levantar un objeto de 5 Ib de peso a 
una altura de 4 ft. 

Solución 

a. Del objeto se conoce su masa y la fuerza ejercida para levantarlo es igual y 
opuesta a la fuerza ejercida por la gravedad, o sea al peso del objeto, de modo que; 
F = mg = (5kg ) (9,8 m/seg 2 ) =49 N 

Luego, 

W=Fd=(49N)(4m)= 196 Nm = 196 y 


b. W = Fd=(5lb)(4ft) = 20lb-ft 

En esta parte b del problema no tenemos que multiplicar por g, la aceleración de 
la gravedad. La razón estriba en que aquí nos dieron como dato libras, que son 
unidades de fuerza (peso) y no de masa, como en el caso a. 


PtóóSrSl T'T/" 3 fUCrZa COnS,ame "° fUe " ada "“OVO „¡ 

involucra una fuerza variable. ^ l ’ ns ' deremos ahora el caso más general, que 

el pumo"^ y q U e “a fúera'fft? dcl eje X desde el punto a hasta 

partición regular de [a, b], determinada^o" 0 ' " ^ Interva, ° I a > H Tomamos una 


= *0 < Jt, < 


< X, -, < X, < . . . < x 


Jomamos una selección de puntos x < „ < 

El " abaj0 V»' desarrollado por |á' f ‘ ' 

aproximadamente c , ) & v . Esto es ^ 60 6 ,nterval ° [a;., 


Luego, 

Tomando el límite cuando n * * 


W «F(c,)ia 


Z F <.c,)\x 

I - I 

se tiene que: 
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I EJEMPLO 2.1 


Solución 



Sobre una partícula 
deFOr)-* 2 -^* 
partícula desde x » 


2 hasta x *= 5 



■. ' la diferencia «,1™ «pwitiunw a 1 

estirado y la longitud original. Esto es 0ng,tud del resorte comprimid 


F(x) = fcr 



| La) II. ITI I J, 


un resone tiene una longitud natural de 12 cm. Se requiere una 
tuerza de 150 dinas para mantenerlo alargado a 15 cm. Hallar el 
trabajo necesario para alargarlo de 15 cm. a 20 cm. 


Solución 

De 12a 15 cm tenemos 

* = 15- 12 = 3cw 

y para alargar estos 3 cm se 
requieren 150 dinas. Esto es, 

F(3)= 150 

Reemplazando en la fórmula de la ley Hooke, 



F(x) = kx => 150 = 3 k => * = 50 ^ F\x) = 5Qx 

Ahora, para estirar el resorte de 15 a 20 cm, considerando que la longitud natural 
del resorte es de 12 cm. se tiene que 3 £ x £ 8. Luego, el trabajo requerido es: 


W- 


J F(x)Jx- | J0i<fc= ( 25 jc j ]* 


1.375 ergios 
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¿SABIASQUE- • • 

*°más de la ahora conOC ‘ d f ed JZlescop/o que te permitió descubrir „ u £* 

contribuciones: Construyo un nonios . picm , permitieron ser uno , le £ 

estrellas. Sus observadnos dejos' ^ ^ & adelanlo „ Newlon e „ « 

primeros proponentes de la leona _ 

leyes sobre la graveaa -----— 

TRABAJOREALIMDOAr-l.^*» UN TANQUE 
^ d ' 

unidad de peso 

unidad de masa pMn específico 8 -— —--- 

«'" sidad ’ p un,dad dc volume n 

Estos conceptos están relacionados del modo siguiente: 

6=pg, 

donde g es la aceleración de la gravedad. 

Se quiere bombear un fluido de peso específico 8 desde el nivel suelo hasta 
tanque colocado arriba del suelo. El fluido debe posicionarse desde el fondo 
tanque, y = c , hasta el nivel y = d. 


un 

del 



. i*-» u \ ucicnninaaa por 

c * <y 2 <. . . < y t ¡ < ^ <. . .< y n 

Tomamos una selección de puntos c ¡: y <; e¡ Sy<> 
cuales ttlenalt!ra d ganadas de agua determinada por la partición 

Tomamos la rebanada determinada por f v t o- 

sección transversal del tanque a la ah Sl A(c,) es el área d 

rebanada son ^ * h a " ura • «monees el volumen y el peso de 
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ts,V « A(c,)Ay y A,F-,SA,K * áA (c,)Ay 

Para levantar esta rebanada del suelo hasta la altura y = c, se requiere realizar el 
trabajo 

* c,A,F * <5c,A(c,)Aj/ 

y para levantar las n rebanadas ( el tanque completo ), 



Luego, tomando el límite cuando n -» + co. 


W - 8 I >>A(y) dy 


[ EJEMPLO 47] Se tiene un tanque esférico de radio r — 6 pies que descansa sobre 
el suelo. El tanque está vacío y se quiere llenarlo de petróleo, que 
se encuentra a nivel del suelo y tiene un peso especifico de 5= 50 
libras/pie 3 . Hallar el trabajo requerido. 


Y t 

Solución 


Resolvemos el problema en forma general, para 
un r y un 8 cualesquiera. Luego, daremos a estas j 
variables los valores dados en el problema. A - — 
Colocamos un sistema de coordenadas como indica la C r 


figura. El tanque determina en el plano coordenado \ 
la circunferencia de radio r y centro (0, r). >' 

Vw 

Su ecuación es v. 


+ 

i 

n 

V 

X 


Despejamos x : 

x = y] r 2 - iy-r) 2 

La sección trasversal del tanque a la altura y es un círculo de radio x. Luego, su 

área es 

A(y)= xx 2 - n(r 2 - (y- r) 2 ) = x(2ry -y 1 ) 

En consecuencia, el trabajo requerido es: 

IV- s\ 2 'yA(y)dy-s\ " y* {iry-y')*' * J V ' * 

Jo Jo 


Esto es, 
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Porúltimo, para r = 6 pies y 


IV** -Srrr* 

3 

¿¡a 50 iWp.c 3 . se tiene: 


3 3 -- 


r»r * i 1/ADO al vaciar un tanque 

TRABAJO REALIZALA 

. _ „ ocfipri fíco O uesde lin 


iABAJÜ kü/AW""*' 

Ahora se quiere bombear ^'^eHnferior del fluido y sea 
arriba hasta un nivel ^ea > j a m j s ma que en el caso del llenado 

superior. La discusión es, prachcamen . de] 

tanque, tratado en el caso anterior. 

, riAn (recular) del intervalo [c, di determmada por 
Tomamos una ^ una selecció n de puntos c,: 

n intervalos [j>, -i. >,)■ en 1 M 






Al fluido en el tanque lo dividimos en 
cuales tienen altura 

Ay=y¡ 

Tomamos la rebanada determinada 
por [y¡ _ j, y¡]. Si A (c¡) es el área de 
la sección transversal del tanque a la 
altura c¡, entonces el volumen y el 
peso de esta rebanada son: 

AjV » A(c t )Ay 
A¡F = Ó A j V « 6 A(c i ) Ay 
Para levantar esta rebanada del tanque 
hasta la altura h se recorre la distancia 
d = h -Cf y se requiere realizar el 
trabajo 

AfW * ( h- c¡ )A í F 
* ¿{h-c^A^^Ay, 


rebanadas, determinada por la partición, las 



y¡- 


y pan, levanto las „ rebanadas (el tanque completo), se requiere 

X tf(h-c t )K(c^y = 8 i ih-c^AiOAy 

Luego, tomando el límite cuando n - 


► + oo. 







[ÉJÉivir 


¿OJ 

;i,° 13 Unjanquecn forma de cono circular invenido de 8 m de altura y de 

el trabajo requerido *““? !, " ura dc 6 m Calcular 

del tanque. P °mbardcar el agua hasta el borde superior 


Solución 




El peso específico: del agua es: 

A= (1.000 kg/m 3 )( 9,8 m/se¿ ) = 9.800 N/m 3 
Tomamos una sección del tanque a través de plano XY y obtenemos la figura de la 
derecha. En esta figura hallamos la ecuación de la recta que corresponde a la pared 
derecha del tanque. 


pendiente = 2 => recta: y - 2x => x= — 

2 

La sección horizontal a la altura y es un círculo de radio jc. Luego, su área es 
A(y) = ®c 2 = rr^j 

En consecuencia, 

IT = <j| (8->)yr^^ c/p = J (*/-y 3 )<fy 


= -8n ÍV- — 

6 

= 63 8n =63(9.800)*= 617.400*Joules 

4 l 3 4 _ 

0 


TRABAJO REALIZADO POR UN GAS 

Se tiene un gas contenido en tubo cilindrico que tiene un 
émbolo. Si el gas se expande, el émbolo se mueve y realiza 
un trabajo. Sea A el área de la base del émbolo, ^ el 
volumen del gas, P la presión que ejerce (fuerza por unidad 
de área), sobre el émbolo. 

Como P = —, la fuerza ejercida por el gas sobre el 
A 

pistón es 

F m P A 0) 

Si este pistón se mueve una distancia Ax, el incremento en 
volumen es 


















































284 


Capítulo 4 Aplicaciones de la Integral 


y el trabajo efectuado, considerando ( I ) y < 2 >• LS 

A fr= Fta-PAto-PW 

. IM! se expande desde el volumen K 0 a y h e| 

En consecuencia, si el g ba, 

realizado por el pistón es 


r- í" 

Jv 0 


PdV 


Si suponemos que la presión y el volumen de un gas idea,, a temp*^ 
constante, cumple 

p = A, donde k es una constante, 
entonces ,a integral antenor también podemos escribirla así: 


f V 4 

V 

J V'n V 


dV 


ÍEJEMPLO 6. | Un gas, que tiene un volumen inicial de 1 pie cúbico y una presión 
—“ de 600 libras por pie cuadrado, se expande hasta ocupar 2,5 pies 

cúbicos. Determinar el trabajo realizado por el gas. 

Solución 

De P=—, V- \,P = 600, obtenemos ¿ = PK= (600)(1) = 600 
V 


Luego, el trabajo realizado es 

• 2,5. 


J, y 


dV = 600 In V 


- 600 !n 2,5 = 549,77 libra-pie 


_ PROBLEMAS RESUELTOS 4.6 _ 

[ problema T] Una cadena homogénea de longitud L y de peso específico 

deT* u ^ ras ' P' e ’ ° kg-f lm, etc.), cuelga desde una altura 

hasta la altura!^ 0 K ^ Úd ° ^ leVantar *° da la Cadena 


solución 

U-„ y, ]de longitud" ^ ,nterval ° t°> determinado por n interva 


en los que tomamos una selección de puntos c ,: 
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y t -1 ^ C, £ y, 

La porción de la cadena correspondiente al 
intervalo [ y¡ _ j» y¡ ] pesa 

AF = 8 ísy 

El trabajo requerido para subir esta porción 
hasta la altura L es: 

A ¡W = A F (distancia) ~ ( AF )(L - c¡) = 8( L-c t ) \y 
El trabajo W para levantar toda la cadena es 

n 

w ~ ¿ 8(L- c t ) Av = L ~ c <) 

¡ = \ i - i 

De donde, 

W= S | ( L-y)dy = = <5^- 



Esto es, 


W= 8 


ü 


[PROBLEMA 2.1 Una cadena homogénea de 20 m de longitud y de peso específico 

(lineal) 0,5 kg-//m, cuelga desde una altura de 20 m. La parte 

inferior de la cadena sujeta un bloque que pesa P = 80 kg-f- 
Hallar el trabajo requerido para levantar la cadena y el objeto 
hasta el extremo superior. 


Solución 

Si W c es el trabajo requerido para levantar la cadena > H b ^ el trabajo p 
levantar el bloque, entonces el trabajo pata levantar ambos es 

W = W c + »« 


De acuerdo al problema resuello anleiior. 1“™ 

Por otro lado, 

W„ = PL = (80X20) = l- 600 k S-f~ m 


W = 100 kg-f-m + l- 600 k S-f~ m 


Por último. 


1.700 kg-f-m 
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r-TíSríMXJl Un fluido de pe *’/’ 05 a razó n A unidades de peso p 0r * 

ip S obleíüíJ | 


53 u.n.1* * ra ‘'ZT, .«■» ■> d ' por 

El fluido uene^ un ^ ^ (libras /pie o kg-f/m, etc.). Hal| ar 

eUrabajo 6 efectuado. Y 

Solución . Intervalo [0 . h ) 

Tomamos una partición regu ar ^ i on g/tud 

le,erminado por«intervalos [» -1 > 


y i y -51 

r,-/'£3l 


Tomamos una partición regular del ' n j e ^|° n gj lu d 
determinado por«intervalos - 1 » 

en los que tomamos una selección de puntos *4 ° 

<c — y¡ 

Cuando el fondo del fluido se ha levantado hasta 

el punto el peso de lo que queda es 

A,F «p-*c, ( 

El trabajo efectuado para recorrer el intervalo [JV -1 > Xl es 
AjW = (p-^c,) AV 

y el trabajo efectuado para recorrer los n intervalos, hasta el nivel h, es: 

(p - ^,) Ay 

i = 1 

Luego, 

^=1* (/’-'tj'H = - f/ o =ph~ \¿h 2 = I/t(2p- Ah ) 

Estoes, W=-h(2p- Ah) 


^ BLEMA4 - J Un tanque que pesa 60 libras, el cual contiene 200 pies 3 de agua, 
está atado en el extremo de una cadena de 40 pies de largo y de 30 

tenace ,L PeS °' T *** del borde de u " P°“ profundo. El 
tanque Oene un hueco por el que se escapa el agua a razón de 5 

subir eU P ',\ m * eleVa Hallar el t™No efectuado al 

<5= 62,4 Tbr^/pie jb0rde ^ P ° Z °' E ' PeS ° eSpecífico del a § ua es 

Solución 
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1 . Wr - ( peso del tanque )(altura) = (60)(20) = 1.200 libras-pie 

2 . De acuerdo al problema 1 para L = 40 y 5= = 0,75 libras/pie, 

Wc = ” (0.75) = 600 libras-pie 

3 . De acuerdo al problema resuello amenor, para h = 40 pies, p = 200,5 libras 

y Á= 55 libras/pie, se tiene: y 

W A = \h{2p-Ah) = I(40)(2(2005)-5d(40))= 4.0005 
= 4.000(62.4) = 249.600 libras-pie 
Por último, el trabajo total es 

W = fv r + fv c + fV A = 1.200 + 600 + 249.600 = 251.400 libras-pie 


[PROB LEMA £] Un tanque de L = 24 pies de largo y sus extremos son dos 
simicírculos de radio r = 13 pies. El tanque tiene agua hasta 8 pies 
de profundidad. Calcular el trabajo requerido para bombardear el 
agua hasta el borde superior del tanque. El peso específico del 



De donde, despejando jc. 

Una sección horizontal es un rectángulo de largo L por 1\ de ancho. Luego, su 

área es 

<4 (y) = L( 2v) = 2L\J r 1 - y* 

El nivel inferior del agua es a = - r= -13 y el superior, b = -5. Además, esta agua 
debe ser bombeada hasta la altura h = 0. En consecuencia, el trabajo requerido es 

w = 5 [ (/, - >>) A(y) dy = 5 í (0 - y)^2Lyj r 1 - y 1 ]dy 








































2 K8 


dv '«>me K ra| 

i W(l2 2 f 2 = |W(12) ,= ll52L5 = 1152 (24 } (62 ’ 4) 

1.725.235,2 libras-pie. 


t^SMÁA] ^"“^^e^/respeclÓl'la superficie de la Tierra, se lanza 
satélite de masa m hasta cierta órbita. 

a. Hallar el trabajo JT realizado si la órbita esta a una altura h 
sobre la superficie de la tierra. 

b. Hallar el trabajo W t * , que se necesita para llevar el 
satélite al infinito (cuando h-> + °o ). 

c. Hallar el trabajo realizado en las partes a y b para el caso 
m- 1.000 Ag. y h = 1.000 km. 

El radio de la tierra esR = 6,37x 10 6 w. 

Solución 

De acuerdo a la ley de gravitación de Newton, la fuerza F{x) necesaria para 
mantener el satélite a distancia* (* > R) del centro de la Tierra es, 

r,, . GMm 

fW m —r • O) 

x 

donde Mes la masa de la tierra y G es la constante gravitacional. 
a. El trabajo requerido para poner el satélite hasta la altura h es: 

¡v- f * GMm C R * h i r .■ 

Ja ~7~ dX ‘ CMm \ R = 


W ~ GMm 


R 


1 _1 

mg. L^¡o Jd ° ' = R ' e " 13 SUperficie de la '' erra > W) es el peso del satélite 


mg=F(R) = - Mm 

Reemplazando (3) en ( 2 ): * 

U Kí 


**• ^e (4) tenemos: 


+h 


GMm = mgR 2 ( 3 ) 

(“) 
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Por otro lado, para la parte b, 

W„ = mgR = ( 10 3 ) (9,8 ) (6,37x10*) = 62,426 xio’ Joules 


PROBLEMAS PROPUESTOS 4.6 


Demostrar que para cualquier resorte que obedezca la ley de Hooke, el trabajo 
realizado al estirarlo una distancia d a partir de su longitud normal es 

W= -kd 2 

2 

í. Un resorte de 3 pies requiere una fuerza de 10 libras para estirarlo hasta una 

'^Hallar el trabajo requerido para estirar el resorte desde su longitud natural 

hasta una longitud de 5 pies. ... c „ c 

b Hallar el trabajo requerido para estirar el resorte desde 4 a 5 pies. 

Ü; ¿En cuánto se incrementa la longitud natutal al aplicar una fuerza de 30 

libras ? 


Rpla. a. 40 Ibras-pie b. 30 libras-pie c. Jí pies 


í. U 11 resorte tiene una longitud natural de 12 tm > se r ^“ ,ere b o reqU erido 
dinas para comprimirlo hasta una longitud de 10 cm. Hallar el tra j 

para comprimirlo de 1 2 a 9 cm. 

Rpla. 900 ergios 

I. Un resorte tiene L cm de de 12 em a 14 

estirarlo de 10 cm a 12 cm. y un trabajo de iu F 

cm. Hallar: . . . . . h 1 .a 


L n nim A natural L del resorte. 
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Un tanque nene forma de un tjene un radio de 4 

%. Sn requerido para llenar el tanque 

peícr m,nar c ... .—1_ 

de agua 


pies- 1 —. ar -i trabajo requcu^ 

pies. 4 ütira^pie 3 ) bombeadadesdeel suelo. 

J '" > í¿ ’ Rp , a 5.324,8tr libras-pie 


que el tauquee ^ j 5.974,4* libras-pie 

. J» un fanaue está conformada por la 
7 - ^perfcieque se obnene al girar alrededor de. eje Y 

la parte de la parábola y = y. -5 < jc < 5. El 

tanque descansa sobre el suelo y se lo va a llenar de 
petróleo que se encuentra a 6 pies debajo del suelo. 
Hallare! trabajo requerido para tal operación. El peso 
específico de petróleo es 50 libras/ pie cúbico. 

87.500 


Petróleo 


_ 5/.0UU , on ... • * 

Rpta —-— n «91.630 libras-pie 

8 . Un tanque cilindrico de 10 pies de altura y 6 pies de radio se descansa sobre una 
plataforma que está a 20 pies de altura del suelo. El tanque es llenado con agua 
que es bombeada desde el suelo. Hallar la profundidad del agua en el cilindro 
cuando se ha efectuado la mitad del trabajo. 

Rpta 5,5 pies 

w !¡ > l Pr0bl T a { de [ 9 f 12 ’ e " caia CaS0 se tiene "" ta '“t ue Uen ° ¿e agua, la 
cual debe ser bombeada fuera del tanque. Hallar el trabajo requerido Tener en 
cuenta el peso especifico de! agua: 6= 1 000 x 9 8 N/ n f ó J h . , 

¿=62,4 libras/pie 3 ’ s istema m S les > 



Rp,a 1 -568.000 Joules 





R Pta 6.174.000^- Joules 


Rp,a 20.150* libras- 


,3 ' dlwto 7 ™ Íufore'“vmtirrí'd^k^uñVík su P ° r T’ encuen,ra CT 

quede totalmente extendida). Hallar el trabajo retundo ' P ' eS qUe 
Rpta 1.875 libras/pie 

14. Un cable de 180 pies y de peso específico <5=0 8 . 

dentro de un pozo. Un peso de 28 Itbras está «£, *?**' CUe 63 vert,calmente 
Calcular el trabaio , CSla SUJel ° a ' ex *remo inferior del cable. 

Calcular trabajo necesano para sub.r el cable y el peso hasta el borde del 

Rpta 18.000 libras-pie 

15. Una cubeta de 20 libras de peso, que contiene 60 libras de arena, está atado al 
exorno tnfenor de una cadena de 100 pies de largo y 10 librak de peto La 
cadena pende del extremo superior de un pozo profundo. Se sube la cadena con 
la cubeta hasta el borde del pozo. La cubeta tiene un hueco por el que se escapa 
arena de manera uniforme de tal modo que, al llegar al borde, sólo llega la mitad 
de la arena. Hallar el trabajo efectuado. 

Rpta 7.000 libras-pie 

16. El mismo problema 15 con la variante de que al llegar la cubeta exactamente 
al borde del pozo, la arena se ha vaciado completamente. 

Rpta 5.500 libras-pie 


SECCION 4.8 

PRESION Y FUERZA HIDROSTATICA 


Se define la presión sobre una superficie como la fuerza que actúa por unidad de 
área de la superficie. Esto es, si P es la presión, F la fuerza y A el área, entonces 

p-L 

A 

Buscamos estudiar la presión que ejerce un liquido sobre una placa o pared 
sumergida dentro del líquido. En este caso, la fuerza Fes el peso del liquido que esta 
sobre la placa. 

Supongamos que la placa tenga un área A y está sumergida horizontalmente a una 
profundidad h. Supongamos que el líquido tiene una densidad p y, por tanto, su peso 
específico es S= pg. Aún más. supongamos que el líquido sobre la placa tenga una 
masa m que ocupa un volumen V. Se tiene que. 

F = mg. V = Ah, m=py => F- (/>0« = (A <*>8 = (PS) hA = ShA => 

p=L=5h 


En resumen, tenemos: 
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Solución 

Tenemos que: 

n = £ y P= Sh ==> F = PA=8hA 
r A 3 

Pero, A = 2m, A = 0,5(1,2) = = 0,6 *' 
y, como el líquido es el agua, 

¿=(1.000 kg/m 3 )g = 9.800 /v/m J 



Luego, 

F=8hA = ( 9.800 yv/m 3 )(2ro)(0,6 m 1 )= 11.760 N 


FUERZA HIDROSTÁTICA SOBRE UNA SUPERFICIE VERTICAL 

Consideremos una placa sumergida en posición horizontal en un líquido de peso 
específico 8. Tomemos un sistema de coordenadas. Supongamos que la superficie 
del liquido sea la recta horizontal y = s y que la forma de la placa corresponde a una 
región acotada por las rectas horizontales y = c, y = d y los gráficos de dos funciones 
continuas x =f[y), x = g(y ), tales que j[y) > g(y). 



Tomamos una partición regular de [c, d \determinada por n intervalos U 
de longitud Av = y, - y, ., en los que tomamos una selección de puntos 

S 

El rectángulo de la figura tiene de ancho Ay y de base 
Luego, su área es 

A i = B( c i) Ay 

Si Ay es pequeño, los puntos del rectángulo distan alunadamente s -c de la 
superficie del líquido y, por lo tanto, la presión en cualquier punto de estos es 
A ,P * <%s - c,) 

La fuerza hidrostática sobre el rectángulo es 

A ¡F = ( A,P j ( A¡) * - c¡ ) B( c ,) Ay 


y la fuerza sobre toda la placa: 


¿A ,/ 7 ~ c,)B(c,)Ay 

1 = 1 / - 1 


En consecuencia. 

La fuerza hidrostática ejercida sobre la placa por un líquido de peso especifico 8 
es 



Para facilitar la memoria, la fórmula anterior la escribimos asi: 

f= $ J " (profundidad) (base del rectángulo )dy 

Algunas veces, para simplificar los cálculos. en la integral 

forma distinta a la anterior. En este caso, los términos q 
anterior, deben ser adaptado sistema. 

|EJEMPLO l.| Una parad de ima represa den*'*™* rte superen y « 
sobre la pared si 


a. La represa está llena, 




lOoies. 
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Solución 

g Tenemos: 

Profundidad 
oase=B()’) = 2x 

m us ven términos de/. Para esto, 

¡Srtsssr-'-" 

60-0 

Pendiente -^3 



Ecuación: / 
Ahora, 


7 = 2r-40 =>2x=^ + 40 => ^Cv)=^ + 40 
-</ r 60 

F= ó J (s - y)B(y)dy= 5 J (60 - y)(y + 40 ) dy 

r 60 /"i 

= S J (-/ + 20/ + 2.400 ) dy = --/ 3 + 10y 2 + 2.400/ 


«o 

Jo 


= 108.0005 = 108.000 ( 62,4) =6.739.200 libras 
f 50 f 50 

■'-'j, ( 50 - y)(y + 40)dy = s J (-/ 2 + 10/ + 2.000 'jdy 


= í(--/ 3 +5y2 + 2.000,, 


212.500 


(62.4) — 4.420.000 libras 


®^£í>X] Un barco dedicado a la him« • 

observación circular a a- ° ° g,a manna tiene una ventana de 
a 4 m debajo deía un/f ' 0 7, 0 3 W ' El “"*> de la ventana está 
ejercida sobre la ventana*^ ^ 6 3 ^ Ua ' ^ a ^ ar * a f uer za hidrostática 


Solución 
Tomamos un skt<»tn* a 

enel -^C¿ e T ^-origen 
Profundidad = 4 - / 

Base = 3(y) = 2x 

^Presemos í en 

*■* wuación de | a 


* 2 +/ J = e J 


•orminos de/: 
C| rcunferen c ¡a e 


r-s .. rr- 
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Luego, 



= 8íj r y^T7 <0 ,- 2¿ j 'yJJZS.fy 


-88 [jp/r 2 -/ + ysen-^l + 

+0 = 45 <°> 3 ) ! = 0360,= 036( 1.000X9,8),= 3.528W 


| EJEMPLO 


I una piscina nene Z4 pies de largo, 2 pies de profundidad en un 
extremo y 8 pies en el otro extremo. Hallar la fuerza hidrostática 
ejercida sobre una de las paredes que tiene forma de trapecio. 




Solución 

colocamos un sistema de coordenadas en 
la pared como indica la figura. Se tiene: 

Profundidad = 8 - y 

Base = * 

Hallemos la ecuación de la recta 
que conforma la base inferior de 
la pared: 

n .. 6 1 
Pendiente = — = — 

24 4 

Luego, 

i 

.v = Ay 

4 

La base B(y) debe expresarse en dos partes: 

4/, si 0 á / S 6 



B(y) = 


24, si 6 ¿ y ^ 8 
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Los romanos, siguiendo su plan 
expansionóla, el año 213 A. C 
decidieron apoderarse de Siracusa Su 
poderosa armada bloqueó el puerto Sin 
embargo, su avance fue detenido por 
los griegos, contaban con armas 
novedosa, inventadas por Arquimedcs 
Tenían catapultas que lanzaban 

^'Z^Ton^r 

^tr:::T anh '^ 

f ara incendiaban I,,, A... 
romanos. barc( » 
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INTEGRALES IMPROPIAS 
Y 

ALGUNAS FUNCIONES 
ESPECIALES 


P/ ERRE-SIMON LAPLACE 
(1.749-1.827) 

5.1 INTRODUCCION 

5.2 INTEGRALES IMPROPIAS DE PRIMERA ESPECIE- 

LIMITES DE INTEGRACION INFINITOS 

5.1 INTEGRALES IMPROPIAS DE SEGUNDA ESPECIE: 

integrandos infinitos 

5 4 CRITERIOS DE CONVERGENCIA PARA 
INTEGRALES IMPROPIAS 

5.5 LA FUNCION GAMMA 

5.6 LA FUNCION BETA 

5-7 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 





















Auae Norman día, Francia. 

¡A en Beaumont-ep- ° ' a¡ comerc io y a la 

i 16 onos en a _ os via j¿ a ran¿, 

A *» edad % em ber. . . nendas de París, donde trabajó 

matemático dA /fl Aca denua de O ¿ g cre ó e/ Sistema 

£/7 1.773, fue incorpor ^ ; 79 fl se incorpoio ^ _ siendo victima del 


matemático d'Alem er. ^ ^ Aca demia de C ! e "f'“ m¡í ¿ que creó el Sistema 

En 1.773, fue incorp °. E n 1-790 se incorpo '° f cerra da, siendo victima del 
con Lagronge, ^ 9 f , a Academia de OencjasM c ^ *, £ „ ,795 

S« 52 S¡rstf-í-—* ~ *•“ 

probabdidades Ecuaciones Diferenciales, 

«-'»« -rs jss» *» r, “"” * 

ACONTECIUIENKS PARALELOS 

la 1.7Si. cumio laplace tenía dos anos, naco en atoo ■ ¡j bería dor Simón 
de Lando En E7SI. cando lo,lace tema II anos, nace 

En 7 770. las cotonías botón,cas * ufo-Ja-t mis 

de 1.500.000 habitantes, de los cuales. 250.000 eran de rata g ■ /(j /as 

/«toto/to Boston. V ue contaba con 15.01W hab,tan,es El 4 } f 

colonias declaran su independencia, fundando Los Estados Unte ■ 

ii i . revoluciu" 

El 14 de julio de 1.789, cuando Laplace tenia 41 años, es a <- 
francesa, con la toma de la Bastilla. ^ ^ 

Durante los primeros años del siglo XIX se inicia la campana libU l ^ uQrl( j 0 se 
América del Sur. En 1.806, Francisco de Miranda desembarca en Coro. 

¡leva a cabo La Batalla de Ayacucho, en 1.824, Laplace ya tenia 76 a 
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Capítulos. Integrales Impropias 


SECCION 5.1 
INTRODUCCION 


f b 

Las integrales definidas 1 f(x)dx que hemos estudiado se han caracterizado 
J a 

por dos condiciones: 

V El intervalo [a, b] donde hemos integrado es cerrado y acotado. Esto es, los 
8 extremos son números reales y pertenecen al intervalo, 
b La función / es acotada en el intervalo [a, b). 

En este capítulo extendemos la integral definida a los siguientes casos: 

1 Integral impropia de primera especie: Intervalos de Integración Infinitos. 

Los intervalos de integración son de la forma: [a, -kjo), (-cc, b) y (-«o, +<*>). 

2 Integral impropia de segunda especie: Integrando Infinito. 

Los intervalos de integración son finitos, pero la función / tiene una 
discontinuidad infinita en un punto c del intervalo la, b\. Es decir, se tiene que 

Lim f{x) = i® ó Lim /(*)= ±® 
c + x-> c 

Estos límites nos dicen que la recta x = c es una asíntota v ertical al gráfico de./. 
Cuando se tenga este caso, diremos que/ tiene una singularidad en x - e. 

3 ' 1 "una mismafirtégra!'puede tener un intervalo de integración infinito y a la«zsu 
.ntegrandHener una discontinuidad infinita. En este caso, tenemos una mtegral 

impropia mixta. 


SECCION 5.2 

INTEGRALES IMPROPIAS DE PRIMERA ESOl E 
LIMITES DE INTEGRACION INFINITOS 

„ -al i»ie X como asíntota horizontal. 

Las funciones que consideramos tiene 




o a x 

Intervalo Infinito [fl» 00 ) 


b 1 x 

«— 

Intervalo Infinito (-*>, M 
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__.. . L vtremo Superior Infinito. 

í*/w*- x vr.// w " 

J " : nn i viretno Inferior infinito. 

2. Integral Impropia con Lxtr 

Si/es continua en (-<*>. H entonces 

f‘/M* .Um a I md* 

J —oo 

3. Integral Impropia con Extremo Superior e Inferior Infinitos 

Si/es continua en (-co, +*) - R y c es cualquier número 
real, entonces 

«*> ^ fC f oo 

í = | /(*)<** + I /w* 

X J-oo 

En los dos primeros casos, si los límites de la derecha existen y tienen valores 
finitos, se dice que las correspondientes integrales impropias convergen y que tienen 
los valores de los límites. Si los límites no existen o no son finitos, se dice que las 

.co 

integrales divergen. En el tercer caso, la integral impropia I f(x) dx converge si 

J-00 

ambas integrales impropias de la derecha convergen. 


| EJEMPLO l T] Probar que las siguientes integrales convergen. Hallar su valor. 


■r 


e~ x dx 


■i 


e x dx 


Solución 


J -00 

f°° , 

1 1 


»■ e x dx= Lim 

Jl /->oo J 

_ J 

e~ x dx= Lim \ - e ~ x 

1 1 “ Lim 
Jl /—> 00 | 

b. j e x dx= Lim 

J-oo /-> —oo 

Í e x dx~ Lim [ e * 1 1 
Ji /-> -oo L J 

= Lim 

t t —> -00 


’ 1 + e -1 ]=< 



r 

i 
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5. Integrales Impropias 


Probar que la integral 


C'^cix 

I — diverge 
Jl x 



por tanto, la integral diverge. 

Geométricamente, el resultado anterior nos dice que la región encerrada por la 
curva y = -» ,a recta x = 1 y el eje X tiene área infinita. 





[EJEMPLO 3.] Hallar 


Solución 

f°_*_ 

J -00 1 + JC 2 


• í° — 

- b. r 

dx 

c í 

,4 * & 

J -oo 1 + X 

Jo 

Ü7 

" J 

—se 1 + X~ 

f° 

Lim 1 

* = Lim 

[ tan ” 1 

1 ° 

<*>], 


-c° J ( 

\+X ¿ L 


Lim ( tan 

1 ( 0 ) -tan' 

■'(0) 

= Lim 

| 0 - tan” 

t-> _oo V 

/ 

Í-* -oc 


- Lim í 
/-» -00 ' 

tan’'(/ ) ) = 

-H 

K 



(O) 


b. í ~~t ~ Lim I" tan 1 ( x ) 1 = Lim í tan 1 (t ) - tan (0)) 

J 0 1+* 2 L ; -lo /-.co V 

= Lim ( tan ” 1 ( t ) - 0 ) = Lim I tan (O ) = ~z 
t-> oo \ * t-* ® z 



r° dx 

J -00 1 + X 2 


dx + 


Geométricamente, este último 
resultado nos dice que el área de la 
región encerrada por el gráfico de 

7 - - y el eje X es x. 

I + 
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5 . ,n« g -'« , "’ pr ° PÍ " 


s demuestra que 


Capitulo 5 - 

El siguiente ejemplo 

J'/w*- 


„o siempre se cumple que: 




/(*)<& 


Probar que: 


r +< ® t 

a ‘ J-oo l + t 2 


dx diverge 


b. Lim [' = 0 

/->oo 1+x 


Solución 


x f * * = Í4- |n ( 1 + * 2 ) I 

/-> oo 


Luego, 


diverge. 


i», f pr ^ 

J _ao 1 + X 

b. Lim f -^_dx= Lim [^ln ( 1 + * 2 ) 

i->® J_,l + x 2 í->®L 2 

= Lim [-ln f I + / 2 ) - -ln ( 1 +(-/) 2 ) = Lim [ 0 1 = 0 
/—* 00 2 ' ' 2 ' I /—* 00 
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r*dx T . i r i i i i 

I — - Lim - —— - 1= _1_ Lim ——- 

J x x p *-**> l-PL i p _ 1 J !-/?/-♦« t P-‘ 


Ahora, 


qí n > 1, entonces p - 1 > 0 y Lim -- = 0 

- 51 1 /-►« t p ~ x 

c; n < 1, entonces p - 1 < 0 y Lim —= Lim P = +00 

^ F f-4«3 t P ~' f-»*> 

En consecuencia, tomando en cuenta el ejemplo 2, 


f- 

Jl *" 


-sip > 1 (converge) 

P~ 1 

-h», si p < l (diverge) 


tfO REMA 5.21 Linealidad de la convergencia de Integrales Impropias. 

Í 00 • CC 

/(x) dx y I g(x) dx convergen y 
o Jo 


c una constante. 


entonces 


Í co 0 ® a* 

cf(x) dx converge y I c/(x)<¿c=c| /(x) dx , V c eR. 

o Jo Jo 

b. [/(x) ± g(x) ] dx converge y 

J o 

J [/(x) ± g(x) ] dx — ^f(x)dx± jg(-x><fe 

Demostración 

Estas propiedades son consecuencia inmediata de las correspondientes propiedades 
linealidad de la integral y de los límites. 

a - í c f(x)dx = Lim í cf(x)dx= Lim c í f[x)dx 
t->co t-4® J (l 

= c Lim f /(x) dx~ c í f(x)dx 

Jo 

b - i [/(*) ± g(x) ] CÍX = Lim f [/(x) ± g(x)] dx 

J « >-*« J« 

= Lim |j/YxM ± J«rx;<íxj 
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= f /(*)**/Si j/ (jt)í& 

/ -+ fl0 J a 

= í “/(*)* * | s ^ dí 

«J o _ 

fVvfr converge O ( “«/(*)* conver 8 e 
s¿ c*0. entonces J „ 

2 sj f dx converge, entonces 

Jo m 

J g(v)dr converge <=> J [/(*) - SÍ C ) ] ^ 


converge. 


o, equivalentemente, 


oo r 00 

| g(x)dx diverge O J [/(*) ± íW ] 


dv diverge. 


Demostración 

1. (=> ) Es la parte a del teorema. 

(<=) Por la parte 1 del teorema: 


j* cf(x)dx converged i: X -[cf{x))dx = [ f(x)dx converge. 


2. () Es la parte 2 del teorema. 
(^—) P° r la parte 2 del teorema: 


í„ l /W * *( c > ]* converge y f /(,)* converge => 

Ja 

L [ [/ W + *W]-/W]*= [%(,)* es convergente. 
_ ___ J a 

®EMELO¡3 Detenninarlac 


i convergencia o divergencia de: 

j I X 
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r . c dx 

pero, J e rtx y j — convergen (ejemplo 1 y p-integral con p = 2). 

Í * x 2 g -x _ , 

--dx converge 

i ¿ 

Pero, I —r* es convergente (p-integral con p = 3) y í -dx= 3 | 

Ji * Ji * Ji 

diverge (ejemplo 2). Luego, por la parte 2 del corolario anterior, 

J ^3 —dx diverge. 


dx 


LA INTEGRAL IMPROPIA EN AREAS Y VOLUMENES 


[EJEMPLO 6-1 Area de una región infinita. 

Hallar el área de la región R encerrada por 
2 

la gráfica de f[x) =-— y el eje X. 

e +e 

Solución 

El gráfico de f es simétrico respento 
al eje Y. En efecto: 

A-*)= -^7-r= -3TT = Áx) 

e- x +e~'~ x > e +e 

Luego, 

./p. _ r _ 2 ±_ _ , r 2 * -a 4 

J _«o e* + e~* Jo e x + e~ x Jo e*+e~* Joc ‘ ,+1 

Sea u = e . Se tiene: du — e x dx. x - 0 u - l. x - 00 => u 

A(R) = 4 f"-íí_-4Um 

= 4 üm [jan"' (í)-tan 1 0)]“4] ~ * 


Solución 
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un sólido de revolución infinito 

j|j|^PL07r| v olumen se obtiene al girar alredpH 

de H>]f x el ;t; g “n s1,ul a^a izquierda de la roe,a?** 


= e' x y el eje X. 
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LA PARADOJA DEL CUERNO DE GABRIEL 

Una paradoja, según el Pequeño Larouse. es una 
expresión lógica en la que hay una incompatibilidad 
aparente o idea extraña, opuesta a lo que se considera 
verdadero a la opinión general. 

La Trompeta de Gabriel fue inventada por el matemático 
y físico italiano Evangelista Torrichelli (1.608-1.647), 
antes que se inventara el Cálculo. El nombre de esta 
superficie está inspirado en el Arcángel Gabriel. 

Según la tradición cristiana, el Arcángel Gabriel es quien anunció a la Virgen 
María el nacimiento de Jesús, es quien. 38 siglos atrás, detuvo la mano de Abraham 
para impedir el sacrificio de su hijo Isaac, y es quien tocará su cuerno anunciando 
el Juicio Final. Según la tradición islámica, el Arcángel Gabriel, en el siglo séptimo 
de nuestra era, reveló al Profeta Mahoma los 114 suras (capítulos) del Corán. 

La paradoja de la trompeta de Gabriel deriva del hecho de que ésta tiene 
volumen finito ( 7t) y, sin embargo, su área es infinita. Para hacerla más e\ r idente la 
paradoja: Para llenar la trompeta necesitamos n = 3,1416 litros de pintura, pero si 
queremos pintar su superficie, la pintura existente en todo el mundo no alcanzaría, 
porque el área es infinita. 



LA INTEGRAL IMPROPIA Y LAS PROBAL ID ADES 


1 DEFINICION. 1 Una función de densidad de probabilidad es una función/que 
tiene por dominio todo Ot y que cumple: 

l.y(x)>0, Vjcc R 2. f{x)dx = 1 


( EJEMPLO 9.1 La función de densidad exponencial. 

Probar que la función 


Solución 


>W« 


.ke^.sixiO áoniek>0 

0, si x < 0 


es una función de densidad de probabilidad, 
densidad exponencial. 


llamada función de 


Debemos probar que f cumple las condiciones 1 y 2. 

'• c °mo k>0, tenemos que fix) = ke' 1 ' > 0 si x S 0. Además/W = 0 si x < 0. 
Lue s°. A*) £ o, V.v e R. 
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£'/(*)*-/j*-* 


Jo 

Un, -fW**)-,íí* [-■*]! 

/->* Jo 

= Lim [-«* + l] = 0+l 
/-» 00 L J _ 



1 = 1 


sea / una función de densidad de probabilidad de cierto evento^ La probabil ldad 

de que el evento ocuna en un intervalo [a, b] se denota como P([a, ¿]) y es igual a: 

mb 


P{[a,b]) = í f(x)dx 

J a 


J EJEMPLO 10. j Para cierto bien supermercado, la función de densidad de 
probabilidad de que un cliente, seleccionado al azar, pasa x 
minutos comprando, está dada por 


— e~ x/2W , six > 0 
200 


Solución 


-jc/200 

0, si x < 0 

1. Hallar la probabilidad de que el cliente pasa a lo más 30 minutos 

2. Hallar la probabilidad de que el cliente pasa entre 30 y 60 
minutos. 

3. Hallar la probabilidad de que el cliente pasa, por lo menos, 60 
minutos. 


1 V° máS 30 minutos > ent onces el número de minutos de compra 

esta en el intervalo [0,30]. Luego, 


/•3U , 

/“([0,30])= _L 
Jo 200 


e-' ,m dx = 


] 30 

=-e' 30 ' 100 + e° = 0,1393 

0 

2* Si el cliente pasa entre \ t 

compra está en el intervalo [30, 60uúegÓ° S ’ en ‘° nCeS *' nÚmer ° de m ' nUt ° S * 

r 60 

L J30 


_ e -«O/2OO +e -3O/2OO ss0l |99 



j Si el cliente pasa por lo menos 60 minutos, entonces el número de minutos 
compra está en el intervalo [60, 00 ). Luego, 

J 60 wo e ' x,2V>dx = , L r„[- e_,/200 lio 

= Lim f-e-" 2 » +e~ v>/vx> 1 = 0 + e - J = 0,7408 
/-> « L J 


rn ^FÍÑÍClON.l Si / es una función de densidad de probabilidades, se llama 
L- media, esperanza o valor esperado de las probabilidades a: 


[**/«* 

J -00 


rpTÉ MPLO 11.1 Hallar la media de las probabilidades correspondiente a la función 
de densidad exponencial: 


, donde k > 0 


Solución 


„ \ke kx , si x>0 
[ 0. st x<0 

E=J xf(x)dx= | x/(x)dx+ | x/(x)í6c=0+ j xk e'^dx 
= k Lim f xe~ kx dx = k Lim í xe' Lx dx =k Lim ~T 6 ’**] 

/->» J 0 Jo *->®L k k Jo 


= , L i m »[-^-yr] 0 = [-, L Í2? - 

¿r (L ' Hosp ) - ° - x] = I' 0 ‘ ° 1_ t - 0 ' ll ’ ^ 


-Lim 

t —>QO 


PROBLEMAS RESUELTOS 5.2 


Iproblemai.I A rea 

Hallar el área de la región R que está a la derecha de la recta x = 2 

y entre la curv a y = —r- Y e J e *• 

X -1 


Solución 


























C*pí fulo 5. 




3 U 



Solución 

De acuerdo qa la fórmula 26 de nuestra tabla básica III, 


\e~ “eos bx dx = - 


-(b sen bx - a eos bx) + C 


Luego, 

f 

J 0 


e “eos bx dx = Lim “eos óx ¿r 

0 





Capitulo 5. Integrales Impropias 



l ’ j** b - | xe'dx-e 1 


b (b-\) 


Solución 

a Integrando por partes tenemos: 


f xe~ x dx= Lim í xe~ x dx - Lim \ -xe~ x - e~ x V «-Limf^-il 

ia J- , - > ° oL Jo '-«le 1 ]. 

s ‘“ - [t] + W\-Ü1 [7 (LHwp >] + 

"” 0+ [^]" e "“^ a+l í 


b. Integrado por partes tenemos: 

?b 


Í b 

xe'dx = Lim I xe x dx = Lim [,te x -e x V= Lim [e* (x-lVI* 

/-a-ooJ / f-> - 00 L J íi (-*-*> L v 'J, 

“ (LH-P-l] 

- í*(6-1)+ 0= »*(»-!) 

1PROBLEMÁT1 Area 

Hallar el área de la región R encerrada por el gráfico de las 

3|x I . . 5|x| 

funciones J{x) = ——r, g(x) * - -— 7 
1+jc 4 \ + x 


Solución 

La región R es simétrica respecto al 
eje Y. En consecuencia, el área de R es 
doble del de la parte de la región 
sombreada. Esto es, 


¿(R) = 2 í (/(x)-g(x)) dx 

Jo 

■¡[•[M.ilU 

Jo V 1 + * 4 1 +* / 
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3|< 


f * 8| x I ._| 6 f Jii <& - !6 í r~T d* 

, l ' +x 

f x dx = 8 Lim I “ TTT ^ 

= l 6 ,^»J 0 l +I 4 Jo l+(x ) 

= 8 Un. = « “■ [ tan' 1 ^)-0 ] =8 [ f ] 


IPROBLEMA5.| Area 

Hallar el área de la región encerrada por la Bruja de Agnesi 



= í - , 8g ¿r = 8o 3 Lim f-=-!— jdx = 8o 3 Lim f —— !- -dx 

Jo x 2 +4a 2 J 0 x 2 +4a ¿ t-> » J 0 x 2 + (2o) 


= 8a 3 Lim f— tan -1 = 8a 3 Lim — tan 1 — = 8o 3 — — = 4a 2 tt 
<-**\2a 2oJ 0 /->» 2o 2o 2o 2 


[ PROBLEMA 6. [ Centroide 


Hallar el centroide de la región encerrada la Bruja de Agnesi. 
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En nuestro caso, a * - oo, b = co, /(x) = 


8o 3 


g(x) - 0. Además, acuerdo 


a , problema resuelto anterior. A- 4* Luego, teniendo en cuenta la simetría 
respecto al eje X, 

I(W) Í.Jtw] - (0) 

.Ifiüf" A - T -l^Um f_* 

22 Jo (* 2 +4a 2 ) 22 J 0 ( x I +4 




22 Jo ( je 2 + 4a 2 y 
Haciendo el cambio de variable x = 2a tan dse obtiene que: 

f *_= 22 ^ 1 x 

Jí 


2 a 8o 2 x 2 +4o 2 


(1) 


( 2 ) 


(x 2 +4o 2 j ^ 

Reemplazando (2) en (1): 

p.ÜflLim í-¡ T tan- , ^-+-L 3 -í-^l , = 

n /->«U6o 3 2o 8a 2 x 2 +4a 2 Jo * 16o 3 2 2 

En conclusión, (x, y) = ^0. 


1 PROBLEMA 7, | Volumen 

a. Probar que la recta y = 1 es una asíntota horizontal al gráfico 

x 2 - 1 

de la función f[x) = —=- 

x z + 1 

b. Hallar el volumen del sólido de revolución que se genera al 
girar alrededor de la recta y =1 la región encerrada por la 
gráfica de la función anterior y su asíntota y = 1. 

Solución 

x 2 - 1 

La gráfica de J{x) = —-es simétrica 

x 2 + 1 

respecto al eje Y. Luego, el volumen pedido 
es el doble del volumen de la región que está 
a la derecha del eje Y. Esto es, 



.2 
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‘ 2 'í ísh)* " SJ f° (* 2+i )' 

Sea , = ,añil. Entonces * 


«■/2 /• Jr/2 

(’ a sec 2 0d0 _ o. [ ' Jt- = 8ir I cos l 0 dd 

=, ipí i"' J ‘ 

*r/2 r 21 ' 72 

r /2 l + cos2^^_ 4;r ¿0+4/r| eos 20 d6 

= 8ff Jo 2 Jo Jo 

= 4 *|^j + 2*[sen20 ]*' 2 = 2ir 2 + 2*[sen n -seno] = In 1 



| PROBLEMA 8.] a. Hallar el valor de k para el cual la integral impropia siguiente 
converge. 

b. Hallar el valor de la integral con el k encontrado. 


Solución 
a. Tenemos que: 


Pero, 


1 


V 2x 2 +1 *+lJ 

fe-^-Í75=-‘Í£ 

^ 75rr ' IjiT^rr' 7?'" ^ 




Jfe 


yf2x 2 + l~ jc+i I ^ "*7T* n 


• x + yj 2x 2 + ] \ 1 


-j~\n (x + \) 


i/2 
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Ahora, 


- -L\ n £lí * {¡2¿7¡ 


Í.U 


x +1 


dx = Lim 1 


Tz 1 ” 


>/3 x + /2 jc ; +ll 


= Lim 

V 2 


>/~2 t + yf~2t' 2 


+ 1 


(/ + 1) 


,v/l* 


(x^\y ílk 


V2 lnl ' 1= 7f ln 


Lim 


V2/ + /2¡V¡ 


(f+iy 


k >/l* 


=(L’Hósp.)-y=jln 


/Ih 


Lim-xif ^ , 

r-> oo . t \d~2 k - | 


°J~2k(t+iy 




Lim 

I—» te 


2 

íl+\/t 2 


/2*(r+iy 


■Í2 k - ] 


Si L es el límite del corchete, para que la integral 1 convena, l debe estar en el 
dominio de la función y = ln x. Esto es, O < L < oo. Pero, 


k = —¡==> L = Lim 
V 2 00 


/2*('+o +v ^‘' ,=H "r + 7^h 2/ ^ 


A<-/= => L = +oo y A:>—L = 0. 
v 2 v2 

1 /T 

Luego, el valor de i que buscamos es k= -= = -—. 

2 


1 


1//I1 




+ 1 


x + l 


í¿c * —= ln Lim 

V2 *-♦- 




V 2+1/1 


^) = /2 ln 


2 / 2 . 


[PROBLEMA 9.1 Hallar a * O y 6 tales que 


Solución 


f*Y r 2 + ¿>jr + a 

J , V. *( JC + a ) 


- 1 dx 

J 


1 


Operando y descomponiendo en fracciones parciales: 
x + bx + a ^ _ (ó-a)x + a_ 1 fl-¿>4-1 
+ x(x+a) x x + a 

Luego, 
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n 


- 1 \dx 


l'(^) 


3 1$ 


? +bx + n 
x(x + a) 

= Lim f Inx - (a-b + \)fo (x+ a ) ]¡ ' ']' 

OO L ^ I 

^. ln [(^r T7r l " ln '^" í^+")" / ’ +1 J, 


oo 

= Lim 


= In Lim 


/-> oo (/ + j) 


ií/ - /» + i 


- In 


= In Lim 


(1 + tf) 
- In 


I 

- A + I 


\rt - b + I 


(l) 


»-.» (a-i+IX^+fl )"' 4 (*+<*)" 

Para que la integral impropia converja, debe existir el límite anterior. Para esto, si 

1 


L = Lim 


- b 


/_>« (fl-¿> + I)(/ + fl)' 7 
L debe estar en el dominio de la función y - In x, o sea O < L < oo. Pero, 


a = b^> L = Lim 


t-kco (a-b+\){t+á) 


— - = Lim- 

,a (O + !)(/ + <r)° 


= 1. 


a<b^> a-b<0^>L = Um 


_ í "+°°. «-6 + l >0 


> ó => L = Lim 


' _>0 ° (a-ó + l)(/ + a) fl * {-oo, ¿7 — ¿>-f* 1 <O 

I 


-= 0. 


'■** (a-b + \Xt + a) a ~ b 
Luego, debemos tenerqueq = é. En este caso, tomando en cuenta (i): 




° ada la func 'ón Ax)~C\x | e -Lr 2 
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r 


xf{x)dx 


Solución 

a . Debe cumplirse que: C| a: |dx = i 

J -Vi 

ComoA-x) -fe), la gráfica de/es simétrica respecto al 

i/ 1 " ^ = 2 Ío C|x|e “' J ‘ & ‘ 2C fxe^ dx 

Jo 


( 1 ) 


eje Y. Luego, 




-f 

= f ( L i - m J e °- c '] = f['-o]= £ 


( 2 ) 


Reemplazando (2) en(l): — = 1 z=> c = jt 
k 


b. La función g(x) = */(*) = /b:| * \e~ kx = . 


-far 2 e fa2 , jc< 0 
kV 4 * 2 , x>0 



Aplazando (4) en (3) 


= -A f y 2 e~ ky *dv=-k f x 2 e~ kx ~dx 

Jo Jo 


( 4 ) 











































2. Integral impropia con integrando infinito a la izquierda. 

Si /es continua en (a, b\ y f tiene una 
discontinuidad infinita en a, entonces 

f /W* = Lim f /(*)<& 

•Ifl í->a J, 

T| « é x 

3. Integral impropia con integrando infinito en un punte 
interior del intervalo \a, b\ 

Si /es continua en [a, 6], excepto 
en c e (a, b), donde / tiene una 
discontinuidad infinita, entonces 





finitos, se dice que las co^oidiCTitr' 1 ? ^i' 3 derecha existcn y tienen valor 

los valores de los límites Si los limitp ^ Cgra es lm P r °pias convergen y que tien< 
los lma.es no ex,sien o no son finitos se dice que l 


Integrales lmp 
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^r'ilcs divergen. En el tercer caso, la integral impropia de la izquierda converge 
®-orales impropias de la derecha conversen 


Solución 

E 

í. 


Integrado infinito a la derecha Y t 

Determinar la convergencia de 1 

r 3 cu 1 

Jo -J 9-x 2 

i 


0 

tiene una discontinuidad infinita en x = 3. 

1 t 

3 X 


jk_—- = Lim 




= Lim 
/—> 3 


sen-'( 1) - | 


,[sen->Q-sen->g)] = 
Luego, la integral impropia dada converge y su valor es 



Determinar la convergencia de 


Í ln x dx 

0 

Solución 

La función f(x) = ln x tiene una discontinuidad 
infinita en x = 0 



Í lnxctc 
0 


Lim 

/->0' 


i [ xlnx_x ]' 

Lim [7 1 ln(l ) - l] - ( <ln< -<)] 

-1 - Lim ( ,lnf - L¡m (fin, ) 

,^ñ + 1 ' Í_>U 


= -1 - Lim 

t->0* 





(L’Hópistal) 

































es convergente y 



dx 

V(*-o 2 


=3+3=6 


I EJEMPLO 4. [ 


Solución 


Integrando Infinito en un Punto 

Determinar la convergencia de 



Intermedio 


El integrando tiene una discontinuidad infinite en , = 2 
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J 0 (x-2) 2 Jo(*-2) 2 J 2 (rt-2) 2 

Debemos estudiar la convergencia de las dos integrales de la derecha. 

f 2 —= Lim VT = Lim \-~ -- 1=h 

Jo(*- 2 ) '-* 2 L x_2 Jo L 1-2 2 ] 

como esta integral diverge, la integral [ también diverge. 

Jo (*“2) ¿ 


Si hubiéramos ignorado la discontinuidad del integrando en 2 

I- y hubiéramos aplicado el segundo teorema fundamental del 

cálculo, se tendría: 


f 3 * =1 

L 1 1 

, 3 =-J_ + J_ = _5 

M*- 2 ) 2 

l x-2 J 

| 0 3-2 0-2 6’ 


el cual es un resultado obviamente erróneo, ya que el integrando, por positivo, la 
integral representaría un área, la cual no puede ser negativa. El segundo teorema 
fundamental del cálculo se aplica sólo para funciones continua. 


[ejemplo sT| Area encerrada por la Cisoide de Diocles y su asíntota 
Hallar el área de la región encerrada por la Cisoide 


y- 


2 a-x 


y su asíntota x = 2a. 



Esta integral es una integral impropia de segunda clase. En efecto, la función tiene 
una discontinuidad infinita en x = 2a. Luego, 
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A(Q) = 2 L¡m -7=== 

t-+(2a) J o * X 

Hacemos el cambiamos de variable x — 2a sen #. Se tiene; 

¿r = 4asen#cos#¿#,. * = 0=> #=0 y x -> 2a => 6 -> 1 

2 


t dx 


A(Q) = 2 Lim 

/->(2a 


. r 

,im I , — 

a)~ J o^ 2a ~ x 


dx 


= 2 Lim f Sen ^ - (4a sen 6 eos 6 d6) 

~ *° v 2a-2a sen 2 # 

f &ü 2 y[ 2a sen 4 # eos # 2 *• ^ 

2 Lim | -f==---¿# = 16a 2 Lim 

r)~ Jo 




(!) 


>/~2acos 6 


= 16a 2 Lim 


Mí 


-B 


sen# eos 3 #+ -sen# cos# + 
8 


,m I sen 4 # 

(!)' Jo 

8 Jo 


- 16a 2 Lim f i 

¡HíP 4 

;^2 


sen/? cos 3 /? + ¿sen/? cos/7 + ^/7 


- 1 6 a 2 ( 0 ) 


= 16 a : 


L 4 8 


(0)+ ?íf 


~ 3/eT 


tUMEtOl] Volumen del sólido generado por la región encerrada por I. 

C-soide y SU as.ntota, al girar alrededor de la asíntota. 

volumen de sólido de revolución que se obtiene al 

g'rar la región encerrada por la Cisoide de Diocles / = 

y su asíntota * = 2a, al girar alrededor de la asíntota. 





0 
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vista de que la Cisoide es simétrica respecto al eje X, el volumen V buscado es 
I del volumen V, engendrado por la parte de región que está sobre el eje X. 

ci volumen V ( lo calculamos aplicando el método de los tubos cilindricos. Bien, 

n /*i 


en este 


caso tenemos que; r(x) = 2a -x y h(x) = 


Í 2 n * 2a 

r(x)h(x) dx=2n I (2a -x) 

0 Jo 


V 2a-x 
x 372 


. Luego, 


y¡ 2a-y 


dx 


La integral anterior es una integral impropia de segunda clase. En efecto, la 
función tiene una discontinuidad infinita en x = 2a. En consecuencia. 


f' *3/2 r' 

y. = 2/r Lim I (2 a-x)- ^ - dx = 2x Lim I x 3 2 -f2a-x dx 

1 /-»(2a)“ Jo y/2a-x ,^2a])~ J 0 

Sea x = 2a sen 2 0. Entonces 

dx = 4 a sen # eos QdQ, x = 0 => #= 0 y x ^ 2a => #-> 


( 1 ) 


i 


3/2 V 2a -x dx = J (2a) 3 2 sen 3 #V 2a -2a sen 2 # (4a sen # eos # dQ) 

= J (2a) 3 2 sen 3 # J~2a eos # (4a sen # eos # d0) 

Jsen 4 # eos 2 # dd = 16a 2 Jsen 4 # (l-sen 2 #)d# 


= 16a' 
= 16a 2 
= 16 a 


Jsen 4 # dQ - Jsen 6 # dQ j 
^ Jsen 4 # dQ +^cos# sen 5 # - ^ Jsen 4 #¿#j 
J sen 4 6 


(Form. De red. 28) 


4 # dQ 


~ 7 a ' eos# sen 5 # + -sen 3 # eos # + -sen# eos# +-#1 (Form. De red. 28) 
3 L 4 8 8 J 

Luego, de acuerdo a (1), 


K = 2 n Lim -a 2 [< 

P-*{k/ 2)- 3 L 

16 


1 3 3 

eos# sen 5 # +-sen 3 # eos # + -sen # eos # + -# 

4 8 8 J 0 


V™ 2 Lim [eos/? sen 5 /?+-sen 3 /? eos/? + -sen /? eos /? + -/?- 0 1 
J 0-+(x/2r L 4 8 8 j 
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--f. ¿~’f«f *«“ í ~ r ¡f ] 


En consecuencia, el volumen total es. 

= 2/re 


¿SABIAS QUE. . . 

El área encerrada por la Clsoide y su osmio,a fue calculada por primera Vez „ 
e /70 /.65£ eer Christiaan Huygens (La Haya, 1.625 1.695) y j Q ^ n w 
(Inglaterra, 1.616-1.703). Por supuesto, ellos procedieron con métodos distinu 
que hemos usado en los cálculos anteriores. Para ese entonces el Cálculo todaví 
se había inventado . En ese año (1.658), New ton cumplió 16 años y Leibniz, 12 ah 


ios ai 
ía no 


La cisoide, que significa "forma de hiedra , fue inventada por el matemático 
griego Diocles (240-180 A. C), en su intento (fallido) de resolver el problema de l a 
duplicación del cubo. Este es uno de los tres problemas imposibles de la Grecia 
Antigua. Los otros dos son la cuadratura del círculo y la trisección del ángulo. 


El siguiente teorema y su corolario nos proporcionan resultados rápidos e 
importantes sobre algunas integrales impropias. 

| EJEMPLO 7. | Longitud de arco. 


Hallar la longitud del lazo de la curva 
= x(2- xf 


Solución 

La curva es simétrica respecto al eje X. Luego 

y ~ 0Sj:S2 

Tenemos que: 

_ 1 



1 


333 


Capítulo 5. Integrales Impropias 


Luego* 


-í 


4 + 12* + 9x 2 
24x ' 



2 4- 3,y 

2\T6 % Tx 





El integrando tiene una discontinuidad infinita 
apropia de segunda especie. Luego, 


er * x 0- Tenemos una 


dx 

integral 


TéS 1 («“■ ''“"'i 1 '- .j."]; 

• ■> Jjjwi-.-,]. iji 


Í b 1 

„ * CS conver «*“‘* « P < 1 y divergente sip>l. 


Aun más, 

f — 

Ja (. x-a) p 


dx = 


1 


-—, si p < 1 (converge) 

(1 -p)(6-a)P-> 

+ ® , si p > 1 (diverge) 


<■. f*-* 

Ja ( b-X ) 

Aun más, 

f *——— = 

Ja (b-x)P 


es convergente si p < 1 y divergente si p > 1 


si p < 1 (converge) 


(1-PX6- 

+ ao , si p £ 1 (diverge) 


Demostración 

Ver el problema resuelto 7. 




^Q ROLARIO, | La //—Integral Impropia para Intervalos Finitos 


I 


( f y 

- es convergente si p < 1 y es divergente si p £ 1. 
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/. 


1 _ S | p < I (converge) 
\'í , si /- 2 1 < divCrge> 



r 0 dx = __ _ _ 

converge(p= 1/2) y J 2 (1-I/2)(6-2)'^~ 

r 1 ¿v = __ 1 __ 

f‘_*_ converge(p= 1/3) > J Q (1 -1 /3)(1 -0)' /3 ~' 

Jo^ 

í\ 

r* 

¡2 -f( 6 -*/ 


f * converge 0»-3/5) V I “ (1-3/5) 2 

Jo/7 


e/'f 


diverge (p - 4) 


- diverge (p = 3/2) 


INTEGRALES IMPROPIAS MIXTAS 

Existen integrales impropias que son, a la vez, de primera y segunda especie. A 
estas las llamaremos integrales mixtas. 


1 EJEMPLO 971 Integral Impropia Mixta. 

Determinar la convergencia de 


[ 




-dx 


Polución 

El integrando tiene una discontinuidad infinita en * = 0 

['£±0. 

Jo V* J 1 



00 

e v 


J~x 


i: 

r l e -Tx 

J y \j~^ d* es una integral impropia de segunda especie 1 


í. 




m I rM 
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Lim -2[e / *Y«-1 + Lim2<f^ 7 =-1 + 
es una integral impropia de primera especie y 


= Lim 
/-> co 



Lim -2 

i—♦ « 



= Lim -2e"^+ 1 = 1 
/-►» e e 


2 


Luego, 




2 

—+ 
e 


2 + 



e 



PROBLEMAS RESUELTOS 5.3 


Í jt/2 , 

sen x dx 
~ñ — 

0 v 1-COSJ 


Solución 

La función J[x) = 




r tiene una discontinuidad infinita en x - 0 


Sea u = 1 - eos x. Tenemos: 

du = 

sen x dx. x = 0 u - 0. x - — => 

f ' T ' : sen x dx _ , im 

/• x/2 

sen* dx m , im f u -> /J d„ 

J 0 yl \-COS X t-* 0 + 

i/ 

V 1 - eos X I-* Jo 

= Lim 

[2h’ /J 1 * = 2(1)- Lim 2/7 =2 -0 = 2 

í-*0 + 


-1/ t-*0 


f */z 


[PROBLEMA 2.1 Evaluar 

f - 

-J-¿X 


Jo 1 

-senx 


Solución 


El integrando tiene un límite infinito en x • 






































[^^3 Evaluar J u 7777 ^ 7 <x 

Solución 

El integrando tiene un límite infinito en x = a. 

f -_Lim r-i-r* 

Ja y¡x 2 + ax-2o 2 '■*«* J/ yjx 2 +c¡x-2a 

c 2a 

= Lim I - 

J, . 


r rfx (Completando cuadrados) 


0 3a . _ 5a 

Sea u = x + -. Entonces du - dx. x = a => u = —. x = 2a => u — 

2 2 2 


”* J. J (x + a /2f-(3a/2) 

:es du = dx. x 

mi n *5(1/2 

I I * , .. r u-a/2 

Lim I -- <¿r = Lim I —— - 

'- fl ' J, s ¡(x+a/2) 2 -(Za/2f J, Ju 2 -(3a/2? 

/• 5fl/2 *5a/2 

*- ,m . I ~ t du - Lim I ^ ^ — du 

<-{f] J Ju 2 -(3a/2) 2 J, ¡¿-{Za/lf 

4 lj r-f i; 
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0 



ln 


_ L>m J/ 2 (3 o/ 2) ¡ - |ln(sa/2 + J 16a 2 

"\fj_ 

,„(/ + >/ < 2 - O »/») 2 )- 2 a -0 - ¿ to ( 9a/2) + | (3o/2) 



2a+^ln^=2a-iln3 = 





Soluí‘ ón j 

La función fl*) ~ } J X t * ene Una < *’ scon t’nuidad infinita en punto interior x = 1 

r & ^ f_*_ + r-*_ 

iolíx^ Jo VT-T JtVxM 



Por lo tanto. 



I*! «-!(«-■) 





[PROBLEMÁTl Evaluar la integral impropia 




a > 0 


Proceder del modo siguiente: identficar esta región. 

a. La integral l mide el área de una región R 

b. Calcule el área de la región R de área integrando respecto a vaiuwe , 
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Solución 

a. La recta x = a es una asíntota vertical del gráfico de 
I a + x 

La integral I mide el área de región R encerrada por e 
Eje X, el gráfico de de la función / y su asíntota x 


b. Sea y — Despejamos a: en términos de y. 

V a-x 

I a + x -s a + x =/ => a + ar = a/ ! -xv 2 =>AT+/ X = qy 2 
^ V o-x' «-* ' . 

, _ ay -a 

=>x(l +f) = ay--a => yl +1 

-/>£?]*-/.H- 



I = ¿(R) 


_2a_ 

I+y 


= f -Í£_¿A, = 2*Lim f — = 2 a Lim ítan 1 ^)]' 

Jo 1Jo 1 ^ J ° 

= 2a Lim [ tan"‘(t)] ~ 2a tan -, (0) = - 0 = na 


| PROBLEMA 6.1 Volumen 


Solución 


Sea j{x) - -. Hallar el volumes del sólido que se 

V a-x 

obtiene al girar alrededor de la recta x = a la región R del 
plano, encerrada por el el eje X, gráfico de la función / y su 
assíntota vertical x = a. 




Calculamos el volumen V aplicando el 


método de los tubos cilindricos. 
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Bien 
y* 2n 


;ien , en este caso tenemos que: = y h{x)=f{x)= f lTI 

r a _ N a-x 

J" r(x)H*)dx= 2 n j (a-x) * 

im í >/ a 2 -x 2 dx= 2 n Lim 1* 

J r •-*-<>' [a 2 a 

i>]~ 2 ’ “J; 1 


= 2n Lim 
/-> 


= 2# 


*■( — 

Ja (x-a) p 

b. f‘-É 

Jn (*>"* 


l 


dx= (l-pXfc-ü) P 


- 1 * 


I p < 


+ 00 , si p > 1 
1 


, SI p < 


(1 -p'tb-a)’’-' 

+ oo , SÍ p > 1 


Solución 
a. Caso p = 1: 


f _L_ dx= Lim Í Lim [ *n(x-fl) ] 

J a x — a t -> a - x-a t-+m~ L 

= ln (ó -a)- Lim (r - a) = ln ~ C _ 00 ) 


Caso p * 1: 


f-C?*- L ” í‘<— 

J„ (Jt-ar <-*» J| 

Lim f J— (r-a' 
,~-l i-P 


(l-pXb-a) p 


. Luego, 

ix 

I 


1 (converge) 
(diverge) 

1 (converge) 
(diverge) 


+ oo 
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Si y? < 1 » Lim í — ] —(t-a)~ p + '] ' °' 
i-*n L 1 ” P -* 


Si p>\, Lim 


r, si p < \ 


Luego, 
b. Similar a la parte a. 


(converge) 


i, f -— dx= \(\-p)(b-a) p 

J„ (x -a) p | + oo , si p ¿ I (diverge) 


PROBLEMAS PROPUESTOS 5.3 

En los problemas del 1 al 40 tenemos integrales de integrando inr • 
Evaluarlas. Jlnito ' 


‘J> 

s ' 

7. f-*_ 

Je 


dr_ 


Rpta. | 


2>/3 


Rpta. - 

2 


/fata. 6 


fyto. Í2 


dx 

4 a- x 

dx 




1 J 0 «¿ 

‘ J> 
‘í 
-í 

f ° 

,0 - 

J_ 2 v * + í 

12. i 

Ji Wjc 2 — 1 

14. f 

Jo^T 

16. f _ * 5 d* 
J-i V?+7 


> o 


Rpta. Div. 


Rpta. — 
2 


Rpta. 4 

/?p/cr. -6 

Rpta. 0 


Rpta. j 


** 7 ? 


/?p/a. 4 
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-i 1 


* In x dx 


flp/a. i 

18. f dx 

Rpta. Div. 

z 

1-2 (* + 2X1-í) 

/?pfa. - — 

4 

20. ( . 

Jo /Ü 7 ?! 

Kpfa. l 4 l 

Sug. 

u-Jür x 

Rpta. 1 

2 

Sug. u * 

16-2x 2 

Rpia. - 3 /í 


22 . I 7 7 ,2 

J /5 (l 6 - 2 x ) 

f 4 dx r „ 

23. J Completar cuadrados 

C ^ ¿ic 

24. . - — , a> 0. Sug. 2<w-jt 2 = a J -( í -a) 2 

Jo yjlax-x 


Rpta n 


o v 2 ax- x 1 
4 a 


Sug. La misma que la del problema 24. Rpta. na 


25. J 

i Jl 

/• 4 ti 

“LtÁj** "i ***»*r» 

78' í - 1 * = ,a<b. Sug. La misma del Problema 27. Rpta. —^-7 

Ja J(*-a)(b-x) . 2 

29. í /l+^ 2/3 <faS«g.Vl + x- w =LL±^-,i/= Vl+Jt W «PM 2(2-72-1) 

J-i x ,/3 


30. 


f° * rv-™ 2 

J->pn7?¡ . 31 J. 777?* 

11 f’ »'* . 9 „ f 

J. V(*-0(3-x) *2 J 0 1 

p ln 3 

I -7 ^. .i <¿t Su#. «= -1 

Jo 4 e* -\ 


Rpta. 


a 1 n( 2 -n) 


i*__ Ap/a ln| 


ar + 2v l-x ¿ 


flp/a. 2>Ü 






































CjpiruloS. Integrales Impropias 



35. 

f n!2 cos .V dx 
lo /séíT 

Rpta. 

2 

36. 

3,j 

m nf .2 

1 sec x dx 

' x/4 

Rpta. 

Div. -38. 

j 

* T ‘ sen 2a dx 
o (sen a) 4 3 

Rpta. 

3 

40. 


f * scn x c ^ x 

U Jo V 1 + COS .Y 



J o 

» n/A 


HptQ. 


V2 


r flfr 


/ 


(eos -1 (a*) ) 2 


r l-* 2 


*p/a. 2 

Rpta. 7 
24* 


41. (Area y volumen) 

a. Halar el área de la reglón encerrada por la curva 
x)T~3a-x, a>0 
y el eje Y, que es su asíntota vertical. 

• 30 m - 

1 t x = 3a sen : 0 


Sug. A = 2 


s: 


Rpta. 3an 

b. Hallar el volumen del sólido del sólido de 
revolución que se obtiene al girar la región 
descrita en Ja parte a, alrededor del eje Y. 

Rpta. ~ q2 7^ 2 

42. (Area y volumen) 

a. Halar el área de la región sombreada, que es 
encerrada por encerrada por la curva (ignorando 
el laso) 

y=^,a> o 


2 a 



Sug. A = 2 f '^( x ~ a ) 

dx ’ ,=2sseí e 


Rpta. 


(n+4) 



región descrita en la^,*^2? I, * > ^ revolución que se obtiene al girar la 
2. ’ a ' rededor de « «¡mota vertical, = 2a. 


SlJg ys ^ j (2 


„ r 20 r - 

'Tlax-x 1 (x-a) 


dx 


„ 4 3 

Rpta. ~na 
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42. (Area) Evaluar la integral impropia I « j* ^UzE & a>Q 
Proceder del modo siguiente: 

a . La integral I mide el área de una región R del ni*™ 
calcule el área de la región R de área integrando 


Rpta — 
2 


43. (Volumen) Sea >W - . Hallar e, volume, de. sólido que se obtiene al 

gira r alrededor del eje Y la región R del plano, encerrada por e. el eje X, gráfico 
de la función/ y su assíntota vertical x = 0. 


Rpta. 


n 2 a 2 


44 . (Longitud de arco) Hallar la longitud del arco de 
la siguiente curva comprendido entre los puntos 
donde corta al eje X. 





45. (Longitud de arco) Hallar la longitud de la curva 

%y 2 = x^i-x 2 ) 

Sugerencia: La curva es simétrica respecto a 
ambos ejes. R p t a . 



SECCION 5.4 

CRITERIOS DE CONVERGENCIA PARA 
INTEGRALES IMPROPIAS 


En la sección 5.2 hemos presentado las integrales impropias de primera especie, 

las cuales son de la forma:: 


í: 


I- \f(x)dx 


‘í. 


b 

f(x)dx 


En la sección 5.3 hemos presentado las integrales impropias de segunda dase, 

las cuales son de la forma: 

3 ‘ \f(*)dx. donde Lint /W =00 4 ‘ Í/OM .donde Ura f(x) =a0 

"o Ja *■ 





x a' 








































OpIMo 5. Intégrate Impropias 

En el problema resuelto 9 ^‘¡"“^imcgrales impropias de la fe¡í^ 0pf »d» 
cambio de variable, se transí ^ ^ de j|)tegra | impropia. De este re l' | Es, ° 

significa que, en esencias, solo ^ donde estudiaremos algunos cnico lad ° 

CRITERIOS DE CONVERGENCIA 

PÜÓRiMAM] Criterio de Comparación Directa para In.egraies , mpropias 
de primera Clase. 

Sean / y gdos funciones continuas en [a, +co) tales que 
0</W <g(x),Vxela,+<*>) 



oo r °° 

I J g(x) dx converge entonces J f(x) dx converge 


Demostración 


Ver el problema resuelto 10. 



EJEMPLO h\ Probar que la siguiente integral impropia es convergente 

dx 


Solución 


r_u 

Jl \l X* +1 


Setieneque: 0<-=L=<—L_= 1 „ f 1 . A , 

i77\~ J7 7 y J, 7^ es convergente^ = 2) 


Luego, por el teorema anterior 


mee 

, yi-* 

Jl v x 4 +1 


es convergente. 


í252UWpT]seanr v r 

/ y g dos funciones continuas en [a, +oo) tales que 
Oí/WSg^Vxeta.+co) 


J f(x)dx 

» a 


diverge entonces 


J g(x)dx 


diverge 


Demostración 


345 


Capítulo 5. Integrales Impropias 


Sup on 8 arnos J ^ conver 8 e - p or el teorema anterior, J f(x)dx converge. 

¡Contradicción! 

Probar qUC ,a siguienle * ntc gral impropia diverge- 

r^d* 

j i * 

Solución 

Tenemos que: 1 < In (1 + x), V x>2. Luego, - < Vx>2 

* x 

Í ® i p 95 

- dx diverge. Por el corolario anterior, j — & diverge. 


Ahora, 


: es una integral propia, entonces 


J InCLtiO^, 

J 2 M±^* + diverge. 


[COROLARIO 2. 1 Criterio de Comparación por Límite para integrales de 

Primera Especie 

Sean f g: [a , oo) -» ÍR continuas, 0 <./(*), 0 < g(x), Vre[fl,®) y 
/(*) 


Lim J v ~ 7 = L 
x-* « £(.v) 


1. Si L > 0, entonces 


f g(x)dx 

•a 


J 


converge O 
£(x) dx diverge <=> 


^ /(a*)<¿v converge o, equivalentemente, 

i 

/(a) dx diverge 


r 


2. Si L = 0 y 


Si L « oo y 


converge, entonces / (a) dx converge 


Demostración 

Ver el problema resuelto 10, 


f S(v) dx 

J a 

J diverge, entonces j: f{x)dx diverge 


r 
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ÍEJÉMPLoXI Determine si ia siguiente integral es convergen* o div*^ 

Solución 

Sea g(x) ~ f~] • Se tiene que: 


Lint = Lim 7077 = (9/4)" 

x —► * g(x) 3 /4 * 1 


Además, f gW* converge. En efecto: 

/>*-/.¥*■- 0J“-=<? 


ln(3/4) 1 ht 


(3/4) 


Luego, I converge. 


1 COROLARIO 3. ] Criterio de Comparación por Límite para integrales de 

Segunda Especie 

Sean / y g funciones continuas en [a, ó), 0 ^fix), 0 < g(x ), V x e [a, b), y 

Lim /W-L 
x -+b~ gfr) 

O bien, / y g son continuas en (a, b], 0 <J[x), 0 < g(x), Ví6(ú, b] t y 


l.Si L>0, entonces 


Lim = l 

X-» ¿> (*) 


j* g(x)dx converge O í /(*) dx converge o, equivalentemente, 
Ja 

diver 8* » | f(x)dx diverge 

t b b 

° , g(x)dx converge, entonces f /(*) dx converge. 

S ' L=X V d ¡'erge, entonces f‘/(*)¿x diverge. 

^mostración • * 


Demostración 
^ el problema resuelto 11 
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^^gpgoX] Determine si la siguiente integral es convergente o divergente. 

Í i—~— *** 

Jq 1 - sen n x 

Solución 

£n integrando tiene una singularidad en x « - 

f l/2 i 

Por el teor. 5.3 b, | - 1 j r __ 

J 0 (l/2)-x d* ea divergente 


Sea «W“ (i/2)-x 
por otro lado, 


1 - sen nx_ = Lim 


-o 


(Q/2) -»y 


IV l-sen; 


Luego, 


O n±x)S_ = _, 

tt eos ttx 0* 

r ,/2 £ x 

por la parte 3 del corolario anterior, I - dx diverge. 

J 0 1 - sen xx 


= (L'Hopital) Lim :-' - = i_= +<jo 

flV n eos nx CP 

ni) 


["COROLARIO 4. 1 Criterio de la Potencia para integrales de primera dase. 

/es continua en [a, ac) donde a > 0, 0 <j{x\ V x e [a, ®) y 

Lim x p f{x) = L 

X—► ® 

1. Si L > 0 para algún p>l, entonces J /(*)<** converge 


2. Si L>0 o L = oo para algún p < 1, entonces 


| /(*><** 


diverge 


Demostración 

En el corolario 2, tomar g(x) = — y considerar el teorema 5.1. 




[EJEMPLO 5.1 Determine si la siguiente integral es convergente o divergente. 

i- ['--i—* 

J i x + \ 4 * -t- 1-2 


Solución 

































„ V2 es el mayor exponente con que aparece | a , 
Podemos con . s,dc ^. r r ^'razón, sacamos factor v : arj ab 

, el denominador. Por es a raz _ 1 _ * 

1 — --- 7 ' 7 , \l/2 r ^ 

x ,n \ 




Luego, por la parte 1 del 
converge. 







r - 1 3 

corolario antenor, con L - - y p = > ^ |# . 


[cgEÓLAmEJc riterio de la Potencia para integrales de seg unda 

Sea / una fundón continua en [a, b) donde o > 0, 0 <J{x), V * « (a , b) y 
Lim (b-x) P J(x) = I. 

.v-> b 

O bien, /es continua en (a, i] donde a > 0, 0 ij{x), V x e (o, 6] y 


Lim (x-a) p f(x r) = L 

r-> a + 

f 00 

1. Si L> 0 para algún p< 1, entonces I f(x)dx converge 

Ja 

2. Si L > 0 o L = oo para algún p > 1, entonces I / (x) dx diverge 

Ja 

Demostración 


En el corolario 3, tomar g(x) = -L y considerar el teorema 5.3. 
x p 


LjEMFLO 6. | Determine si la siguiente integral es convergente o divergente. 


- dx 


(-* 2 + 2 x + 15 j 2 

una singularidad en j = 5. 

=> (5-xrX*) = 


Solución 

El integrando tiene 

JW*=-—. —! ^ | 

H +2x + is ) W => (5-x)^) = -- 

(at + 3) 


,2/3 
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Lim (5-x) 2/3 /(x)= Lim 


x —> 5" 


x-> 5“ (x + 3) 2 ' 


En coi 
integra 1 


nsecucncia, de acuerdo al corolario anterior, con L = - y p = -< 1, la 


I converge. 


gjEMPL03 Determme si la si 8 u,enle ' nte &ral es convergente o divergente. 

I-i’ * 

J t 'Ix* -1 


Solución 

El integrando tiene una singularidad en x = 1. 
1 _ 1 

/M=- 


x 4 -l s/(x-U(x+l)(x 2 +l) (x-lf^tx + ix^+l) 

Lim (*-l) 1 / 3 /W= L¡m ' , - -¡- 1 -- -L 

I " >1 V(x+lXx 2 +l) tj ( 1+1 )+(l ! +l) 


Como L = -j^U >0 y p - ^ < 1, I converge 


CONVERGECIA ABSOLUTA Y CONVERGENCIA CONDICIONAL 

Los criterios anteriores se refieren a funciones no negativas. En esta parte 
consideramos funciones cualesquiera. Tomamos su valor absoluto, la cual es no 
negativa, y, por tanto, podemos aplicar los criterios anteriores. 

[DEFINICION. | La integral í f(x)dxt s absolutamente convergente si la 

integral J \f(x) | dx es convergente. 

Ahora probamos que una vgral absolutamente convergente es convergente. 
ItEOREMaTsI Si J |/(.v) | ¿v converge, entonces j í(x)dx converge 

Además, J /(*) ix £ | |/to | ^ 

Demostración 

-\f(x)\ ,;|=> 0<Ax)+\f(x)\<.2\f(x)\ 












































i umversimn v., CH 

BIBLIOTECA 


r _ 

I Procesos Tóeme». J 

Luego, por el criterio de comparación directa, í (/(*) + |/|>r)|) 
u encía, 

f /(*)<* = f (/W+|/(»)H/W| )<*converge. 

Ja Ja 

D, 

Ax)<\f(x)\ => f /(*)*S f | f(x) I dx 

Ja Ja 
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En consecuencia. 


Por otro lado, 


[EJEMPLO 8-1 Probar que las siguientes integrales son absolutamente converg 

y, por tanto, convergentes. ® en,es 

f” sen fot . fcosfa j 

L J, ~ J, — 

| sen -fcc | ] pisen** I f 00 i 

* X 2 j, X 2 J, X 2 

f" 1 . ricosjtci 

J JT** converge, J 1—j- 1 dx converge. 


Solución 


a. sen | < 1 


Como, 


b. Similar a la parte a. 




EJEMPLO?] Probar que las siguientes integrales son convergentes: 

' P?* afasiL* 


Solución 

a. Integramos por panes: Sea u = I 


• dv-senkxdx=> du = - — , v = --co skx 
x 2 k 


[ r cosA*" 

' f' coshc dx) 

{ L kx 

: ir~ar1 


0+Í^Í+I ,, 


Lim 


f ~dx= £££*+! 

J ' * k k J, i 2 
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converge 

b Similar a la parte a. 


U proposición recíproca del teorema anterior es falsa. Este es. existen funciones/ 
tales que í /«* conve >* e » H /«| * diverge. Cuando sucede este 

Ja a 

caso, se dice que la integral f(x)dx es condicionalmente convergente.. 
j£jK MPLÓT57| La integral de Dirichlet 

Se llama integral de Dirichlet a la integral f * scp * 

Jo x 

Probar que la integral de Dirichlet es condiconalmeme 
convergente. Es decir, se cumple que: 


Solución 


• | ^^es convergente 2. J j j dx es divergente 

Í OO m 1 m oo 

sen* , I sen* , , T sen* , 

- dx= I - dx + I - dx 

o x Jo x Jl x 

La parte a. del ejemplo anterior, con k = 1, dice que J ^ * dx es convergente. 

Sabemos que Lim - Sen x = 1. Luego, la función J[x) 
x-*Q x 

r * 

continua y, por tanto, I dx es una integral propia. 

Jo * 
f 00 

consecuencia, I - Sen x dx es convergente. 

Jo * 


sen * A 

-, si* * O 

x 

1. si x = O 


En 


r K i 

2 ' Primer lugar, probaremos que | - dx diverge. Bien, 

Jl I x 

sen x | sen x | v sen 2 * _ 1 -eos 2* _ U 1 eos M 
X ¿ X m 2x 2v.x x ) 
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Pero, J diverge y J converge (ejemplo 10, b.). 

Lu eg 0 , J " S J?L± dx diverge y. por comparación directa, J |f2»| ^ ^ 



Por último, 


f^ scnx f seng^ft. + f ££ÍLÍ es divergente. 

Jo * Jo * Jl * 

Usando técnicas más avanzadas se prueba que: 

r=í*-f 

Jo * 2 


¿SABIAS QUE ... 

A la integral de Dirichlet se la llama así en honor a su 
creador, el matemático alemán Peter Gustav Lejeune 
Dirichlet (1.805-1.859). Sus investigaciones se desarrollaron 
en varios campos de la matemática. Hizo contribuciones 
valiosas en la teoría de números, análisis, mecánica, etc. En 
1.855, Dirichlet sucedió al gran Gauss en la Universidad de 
Góttingen, en Hanover. 



LA INTEGRAL DE GAUSS 

Hg FINieiON. J Se llama integral de Gauss o Integral de Probabilidad a la 

integral impropia: 


i 


t x dx 



área E de Va |'r de . es,a J inte e ral «presenta el 
"ea * » reg.on del primer cuadrante 
comprendida entre el gráfico de la función 

y~ e ' y el eje X. 


Valor de la Integral de Gauss: 



demostración parcial 


La integral de Gauss converge y f, 

al Jo 


1 .^*- 
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V » 1l0 '\ "mcgrales dobles (tema de la próxima asivL i 8 y '? ,oso ' En camb, °' 
SS. ** ' s,aS raZOneS ' aqui ° m,,im ° 5 ' 5ta Pos^ióndolahasta'el próximo 

curso- 

Tenemos que: £ e ' dx = j^e _x2 <fe+ j 

Como |V* 2 dx es una integral propia, bastará probar que jV' J dx converge. 


Bien, 


a.-* a -x 


< e" x ,Vx>l. 


Tenemos que 

Además, por el ejemplo 2 sabemos que j e ~ x dx converge. 
,, por el criterio de comparación, I e~ x dx converge. 


Luego, 


[HÉÍvTpLO 1 lT| Hallar el valor de las siguientes integrales: 


f 00 2 

1. e x dx 

J - 00 

’ í;s* 


2. [Vdx.t 

Jo 

4. f ¿t*áx 

J o 


Solución 

1. La función fix) = e~* 2 es par y, por tanto, es simétrica respecto al eje Y. Luego, 

2. Sea y = J~a x . Se tiene y 2 = ax 2 , dy- -fádx y 

j*) -77 Í. V *- 7 -3' W! 

3. Sea y = VT . Se tiene v = y 2 , dx = 2ydy t x = 0 y = 0, x«oo=>y-oo y 

integramos por partes: 
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■ - j J"”[ "5“ ].‘ /o 

. r * 2 1 f ) _ -Tx 


Js< 


-.j 


— — 0 + 0 "i 


¿SABIAS QVE... 

jsütíí ó****** 

TaTn?m Oauss Ha HecHo contribuciones 
fundamentales en casi todas las ramas de la ™ le ™“ C £ 
Oauss. Arquimedes y Newton. son considerados como los 
mntif m/ítim.K más notables de la historia. 


La integral de Gauss tiene amplias aplicaciones en la 
estadística, teoría de probabilidades y transformada de 


Fourier. 





PROBLEMAS RESUELTOS 5.4 



i PROBLEMA 1. 1 Determinar la convergencia o divergencia de 


Solución 



dx 



= _fr + IX* 2 +* + l) _ * 2 (;tt-l)' /2 (l + l/jn-l/jt 2 ) 
(x+l) ,/l (x-l) l/J (x-\) x/1 


üm x-%)= Lj m ( ;t+ l) 1 2 (l+1/* + l/jr 2 ^ 

,-*» (jc _,y/2 

= Lim ( | + 1/ x)' : (l + l/jt + l/x 2 ) (l + 0) ,/2 (l+0 + 0 2 ) _ , 
0-l/*) ,/2 (1 -0) ,/2 

Tenemos que L = 1 y „ = _ 2 < ,. Ueg0 „ ¡ntegrada da(Ja verge 
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De'enminar la convergencia o divergencia de 

í ^ 

Jo 


Solución 

J~x _ 4~x 


Lim (l-x) ,,2 A*) = 
t-+ r 

Tenemos que L = 


Lim -—^_=___ 1 

r (1+x) 1 2 (i+x 2 ) 1/2 (í+lpa+i 1 ^' 2 2 

~ y P “ — <1 Luego, la integrada dada converge. 


es convergente. 



I f* 

1 f ® dy 

Tomamos g(y) = • Se tiene: J -y-y converge y 

Lim M- Lim h > / ¿- Lim *£ 
y-*» g(y) y-»- 00 l/y 3/2 y->® v>' 

= (L’Hospital) Lim 7 = = Lim =0 
y-*® \/2y¡ y y -*® 

Luego, por el corolario 2, parte 2, J —y rfy = ^ |y j ^ 


converge. 


[PROBLEMA4. 1 Integrales de Fresnel 

Se llaman integrales de Fresnel a las integrales impropias: 


1. 

f sen(x 2 )<fr y 2 - 

j cos ( 


J 0 



Probar que las integrales de Fresnel convergen 


Solución 
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oo /• i r°° 

1. sen (* 2 )<& = J sen(x 2 )<* + J senfx 2 ),* 

J sen ( x 2 'jdx es una integral propia. 

c 00 

r = I sen(* 2 )¿* < 


3 $<i 


Probemos que F= 


: es convergente. 


En primer lugar, hacemos el siguiente cambio de variable: 
y = x 2 =>dx = 2xdx =>dx= * = 1 O y = l,* = oo => yaaQQ 

ja-. 


Ahora procedemos a integrar por partes 


u-y~ ! y dv = seny¿/y du = — 


1 


2/ 


y v = -eos y 


í sení * 2 W= i Lim L££££ Í +i f'f£!Z 

J. 1 > 2^.[ 77 | ( M s» dy j 

Pero, la ultima integral es absolutamente. En efecto: 




converge. 


En consecuencia, 


la - J sen(x 2 )dx 


es convergente. 


2- Similar a la integral anterior. 
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los integrales ae oíí en honor ai físico 

. L " és Augustm-Jean tresneI (1.788-1827). quien 
orúribuyó en f orma significativa en la óptica. 


5 1 Teniendo en cuenta 1 



la integral de Dirichlet: [ ^ = ZL 

J 0 * 2 

Calcular las siguientes integrales- 

Solución 

, Sea y = 2x. Entonces <¿y = 2dx. x - 0 => y = 0. * = ®=>y=«. Luego, 
f "sen2x f “ i«2x ^ _ [’«y. « 

Jo* J o 2x J o P 2 

Í OO /• oo 

sen ax , 1 

- dx= I 0 dx = 0 

0 x Jo 

Si a > 0, sea y = ax, entonces dy = adx, x = 0^y = 0, x = ao=>y = oo. 

m OO /• OO a OC 

f sena*. I sen ax , . f sen v , n 
- dx= - (adx) = — -<fy = - 

Jo x Jo °* Jo y 2 

Si a < 0, sea y = -ax, entonces dy = -a dx, x = 0 => y = 0, x = oo => y = oo. 


Jo * Jo-*» Jo P 


3. Integramos por partes: 


, _ * 


i 


dx 

u = sen 2 * y dv = — => u = 2 sen x eos x = sen 2x y v = — 
* 2 

L=!i|' + f"— * 

J o /-> • [ JC J 0 Jo x 


Pero, Lim 

/-► OO 


_sen 2 x]' __ Ljm sen^t + Ljm 


Lim 

/-+ oo / x->0 x 

= -0+ Umüü£(senx) = -0 + (1XO) = 0 
x-* 0 x 
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Luego, 


f f 

J o * J o 


-*“T 


I PROBLEMA 6. | Probar que la siguienle integral converge. 


J 


n 2 (l/x)d* 


solución 

Cambiamos de variable: 


Sea v-I. Entonces dx = -^-, * = <>=> y = oo,x = I =>j,= , 

X J 

l sen 2 (i/x) ¿r= |“sen^| r _4 : ] = f ^ sen 2 ^ 
1/x 


* / 

f' 3 , 3 r'sen 2 (l/x). f's¡en*y( ¿plf” 

2 r 03 2 

Sea gO) = . Por la parte 3 del problema anterior, I ~ ny 

y 2 J i y 


y : y 2 

d y converge y 


I sen y 

Lim /M = Lim -—-— = Lim -i = O 
y-** giy) y ~* 00 sen 2 >> y-><x> y 
2 


De acuerdo al corolario 2, parte 2, f a; sen 2 (Vx)dx converge. 

J O 


[PROBLEMA 7.~~] Hallar f 5‘" 2 dx,a>0 
„ . Jo 


Solución 


5'" ! = e 0"W) = e -(„|„ 5 )x2 
Sea u = V^TüTs x. Entonces dx = du 


' a ln 5 


. X - O => u = 0. x —> 00 => M -> oo 



rpgOB^ F!VlA1,1,3 lnteftral * m P r opia mixta. 

^ ° ,, P probar 9 ue la siguiente integral impropia mixta 

Jo ^ dX 


converge 


Solución 




Las integrales de la derecha son impropias. La pnmera es de segunda especie y la 
, un da, de pnmera especie. Debemos probar que ambas mtegrales 


seg' 

Tenemos que: 

n 1 

Lim x 


Lim x p 


tT xP+x '' * _>0 * * p ( 1+x ’ ‘O l+x’-f 1 


convergen. 

1 


+0 


- = 1 . 


Luego, como 0 < p < 1, por el corolario 5, f —!— fa 

Jo x p +X* 


converge. 


por otro lado, 

Lim x u . 

x p +x q x-+ 


- = Lim x q ■ 


= Lim 


x , (x'~«+l) *->» (l/x’-^ + l 0+1 

f " 1 

Luego, como q > 1, por el corolario 4, I - dx converge. 

J , x p +x q 


= 1 . 


[PROBLEMA 9. I Expresar como una integral de la forma I h(x)dx 


p 


1. La integral impropia I /(x)dx 


r 


r b 

2. La integral impropia I f(x) dx , donde Lim f(x)=oo. 

J a 

Í ó 

/(x) dx, donde ^Lim + f(x) - oo. 
a 

•Ilición 

Sea y = -x. Luego, dy = - dx. x = / => y * *• x-b"=> y b. 

í /W dx = Lim f /(*)<&= Lim f /(”>)(' 

j- 00 J | f-»-® 


(-<60 


i 
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Lim í V('^ dy “ £1- S-/ ( ~ y)<>y “ J. 

J i, 


36» 


. b /( ~»tly 

2 S ea y m —Luego,* * = '~ ^ 0 =^-J 

2 ' beay bx y y ,/ (b -/) - 


1 


, —> * -./(b-O / n . 

f /«* = Lim í /W* = ,hT J,/(b -‘ ,) 1 ^ y 

J t-> b J a 

t-+b~ ¡V(b-a) y ' 




gj p= _i_, entonces /-» b ^ °° y 


dy 


,. J_^_iU= Lim T Vi 6 - 1 ] 

= f" \/[b--)dy 

S\/(b-a)y V y) 

i. Sea v=——. Luego,* = fl + - • dx = — j-X = í =>y= —— . x = b 
x-a y y 1 a 

r b C b ,\l{b-a) / jN 

/(x)¿r = Lim f{x)dx= Lim / ¿7-f- 

J fl /-M7 + Jr Ji/(/-ff) v. y) 

= Lim [ } I-/í¿,.lU 

'-►* + Ji/(b-«)/ l >v 

Si p = —!—, tenemos que que: t -» a + => p -» oo 
í-a 

Lim I 

f-*a + Ji 


>y=- 


dy_ 

V 2 

\ y j 




t/(b-fl) )> 


{*--)*« Lim í' -L/íi-iU 
l y) />'-*•> J, n b . tt) y l J { y) 

' Í \f[b-^\cfy 

Ju(b-a) y v y) 


[PROBLEMAJoj Demostrar el teorema 5.4: 

Sean/ y g dos funciones continuas en [a, +oo) tales que 
0<Ax) <g(x),Vxe[a,+oo) 

Sl J dx converge entonces í /(*) dx converge 
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Sol“ cl 

Sea ' 


ión 

F(0® I f(x)dx. Se tiene: 


í: 


0 ^ la función F es no Acreciente en [a, od) (i) 

yj x ) <g(*) =>/=■(<)= j f(x)dx <. j g(x) dx => F(í) es acotada. (2) 

f “ 

p e i y 2 obtenemos que existe Lim = J f(x)dx 


fpHo BLEMA 11. 1 Probar el Criterio de Comparación por Límite para 
^ integrales de Primera Especie. 

Sean /,g: [a,oo) -> IR continuas,0</(x), 0<g(x), Vxe[a,*) y 

Lim^=L 
*-> » g(x) 

1. Si L > 0, entonces 

J g(,x)dx converge <=> J f(x)dx converge o, equivalentemente, 

j g{x)dx diverge O j f(x) dx diverge 

oo C °° 

2. Si L = 0 y | g(x) dx converge, entonces j /(*) dx converge 

j oo 

3. Si L = OO y í g(x) dx diverge, entonces J /(x) dx diverge. 

J a 

Solución 

1. Si Lim ^ = L y L > O, entonces para e = - L, existe N > O tal que 

*-♦» g(x) 


t > N 


ZW_ L <Il 
gW I 2 


Luego. X > N i L < < |L y, multiplicando por g(x) > O, 

2 gOO 2 


t > N => |t*W < M K 2 Lg(X) (1> 
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Ahora, 


r 00 f °° 3 

J g(x) dx converge => J ~ L g( x ) converge. 

r 00 

Pero, J{x) < -Lg(x) y, por el leorema 5.4, I f( x ) dx CQ 

2 » a 

r 00 l 

Por otro lado, si I /(*) converge, de - Lg(*) < J[ x ) y> 

J „ z 1 le °ri 

J}»»*"* 11 Por' 043 "* 0 - /; s( x ) dx converge. 

2. Si Lim = L y L = 0, entonces para e = I, existe N > o tal „ 
oo g(x) wue 


ema 5 


IML,. Pero,1 

m i 

i _ m 

1 SM 1 1 

g(x) I 

g(x) 


f( x ) 

Luego, x > N => -^-y < i y, por lo tanto, x > N => f[ x ) < ^ 

« 00 

Luego, si *(*)<& converge, por el teorema 5.4, J ”/(*) dx converge 

Sl g(I) ~ L y ¿ = entonces P ara M > 0 , existe N > 0 tal que 
N ^ gfr) >M 0 b,en > x > N => M g( x ) <J[ X ) 


Ahora, £ M g(x) dx diverge y, por el corolario 1, f “/(,) * d ¡ 

--- * o 


diverge. 


™UMA]TJ Demostrar el corolario 3 : 

/ yg.on continuas en [a, b), 0< Áx] y 0 <^). Vxe M ly 
Lim ZW =L 

O bien, 

/ y? son continuas en (o, 0 ¿yfx) y 0 <g(x), 


V x e (a, b], y 


Lim ¿W =L 

g(*) 


1 Sl L> 0, entonces 
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| ^ /(x) dx converge o, equivalentemente, 

< diverge 

2. Si L =0 y J *** converge, entonces j /( X ) , 

3. Si L = y \ a g(x)dx dlverge ' emonc « j " /(x) dx diverge. 

Solución 

Mediante cambios de variable apropiados, transformamos integrales de segunda 
pecie en integrales de primera especie y aplicamos el corolario anterior. 

Caso 1. Lim “Z7 =L - Sea x = b ~- ° bien y =—!—. Setiene: 
x->¿T y b-x 

dx = , * = «=> y= , x = 6 => jy = oo. Luego, 

y 



Lim yy = Lim 
x->¿T g( x ) y-> 


4 *-;) 

i . 4 


| y ^g[ 


í. m *~ ÍL/H)? ’ Í/*' A ' L«B) ? 

En consecuencia, este corolario es consecuencia del anterior. 

Caso 2. Lim = L. Sea x=- - a o sea y = — Proceder como el caso 1 

*-> 0 + g(*) y 


__ PROBLEMAS PROPUESTOS 5.4 _ 

En los problemas del 1 al 30, determinar la convergencia o divergencia de las 
siguientes integrales impropias de primera especie: 


Rpta. Conv. 


Rpta. Conv 


























3 . f%¿L= 

J 2 77^\ 

j*?p/o. Av. 

-p=L= 

v7-7 

4 r * 

/?p/o Conv. 

5. r¿tL, 

J 1 Jr 2 fl + e x ) 

J 1 X* + | 


Rpta. Conv. 



* P '° C 0 , 



dx 

Rpta. Conv 

9 . r_^_ 


>x 2 +2x+3 

J m 3/ 3 

•'- ao * V* +1 

Q>nv. 

V+ 8 . 

- Hr 

Rpta. Div. 

11. f\ dx 


s/x 2 -d 

j. VPTT 

%a. ü,„ 

9 e“ 2f 

—- dx Rpta. Conv 

x 1 +3jt+4 

f 00 sen x 

13. i— 

J1 * 

0,v 


Rpta. Div. 


15. [”— dx 

J i ** 

Conv. 

» f fr* 

Rpta. Div 

»• [”~^Mtix 

J i y/l+x 4 

Rpta. Div. 

»• f'-ii.* 

Ji 3 + jr 3 

Rpta. Conv 

a r * * 

Jo (* + ik 

Rpta. Conv 

> = ln jr 


g(x)=^lj' 


Su 8- g(x)= (jj ' r 


&í 

i 
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28 . Í * Kplo Conv Sug il + ii 

J 0 2* + l 2 T 2* 


„ j/ 


x tan ~’ (l / x 3 ) <¿c £>, v 

S “ g Limx = Um RVT _. 

1 1/x 3 

°° e> 

0 l-ye* 


in í ---7 Av Sug f _ 1 _ f " e* 1 

30 -U*' + M 

En los problemas del 31 al SO, determinar la conveniencia n d .„ • ^ , 

siguientes integrales impropias de segunda especie y mixtas. er ^ naa * 


Í 'senx 2 , 

oír 

Í 'senx , 

f 2 ^ 

35. Z” 

J o 4 -a 


Rpta. Conv 32. 


Rpta. Conv 


x 

1 „3 


Rpta. Div. 36. 


í 

34. fü* 
Jo sen jc 

í — 

J i r/9^ 


o * + senx 

* VI 


dx 7?p/a. Conv 

Rpta. Conv 

Rpta. Conv 


2x 3 


dx 


Rpta. Conv 40. 


Rpta. Div. 


f 3 f 2 3 1 

37. . * ■— dx Rpta. Conv 38. I — - ■ ■■■ dx Rpta. Conv 

JoxTT7 J>/7 m 

39, ÍoTtÍ 
41 í l ~T~ 

J 0e^ -l 




/?p/o. Conv 


L f —=== dx 

C 1 1 

42. I , ¿t /tofo. Conv 

Jo 


sil 


44. í 

J 0 

45. f_ 

Jo e* -co¡ 


/?p/o. Conv Sug. g(x) = -j== 
Rpta. Conv. Sug. g[x) = 

Rpta. Div. Sug. g{x) - ~j= 
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teorema 


JJXTJ Propiedades de (.Función Gamma 


1. r(x+i)“* r (x), v*>« 

2. La función T restringida a Z * « la función factorial. 

r(« + 1) = * ! ’ V " 6 Z 

3. rw= « 


JV-' e -^,x>0.«>C 

rsión Logarítmica d 

í.'Rp- 

rsión Logarítmica d 

r(x) = ^J ln y j Vjf>0, Va>0 


4 Primera Versión Logarítmica de la Función Gamma 

■ 

r, V* > 0 


5. Segunda V ersión Logarítmica de la Función Gamma 

vjr-l 


6. Fórmula de los complementos 

■ *■ 


r(r) ni -X) 


, 0 <x <1 


f l «-(i. J t)V».— I" 1 )""* , 
J« (m + i)" + ' 


a > 0 


m > -1, n el* 


Demostración 


I, 2 y 3. Ver el problema resuelto 4. 
3 y 5. Ver el problema resuelto 5. 
ó. La demostración es omitida. 

7. Ver el problema resuelto 6. 

8. Ver el problema resuelto 7. 
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Jé9 

HaUarrff) 


Solución 

piteamos do, veces la fómtula 1 y luego, U pane b ^ e}CTnplo , 






En efecto, todo x en (0. ce) puede escnbine asi 

X = k + r, 

donde * es un entero posnno y r es un real tal que 0 < r < 1 
Aplicando la propiedad 1 recesivamente: 


= (x-lX*-2). . .(x -E-r l)(x -k)r(r) 

Existen tablas, como las tablas mgonométncas, que 
proporcionan f(r) para valores claves de r, donde 0 < r < 1 


rÉJEMPLO 2. 1 Según una tabla de la función gamma. T(l/4) = 3,62560. 
Conociendo este valor, hallar T(l3/4) 

Solución 

Aplicando la fórmula 1 reiteradamente: 


r pi)- r HMH)4 H) r H)-KMKH 


= — (3,62560 ) = 2,54925 
64 

Más adelante no insistiremos sobre este tipo de qemplos, donde intervengan 
valores de la función gamma dada en tablas. 


H jEMPLO 3.1 Hallar a. T(2) b. T(6) 

Solución 

De acuerdo a la fórmula 2 tenemos: 


*• r (2)« rn + n = 11 = i 


b. r(6)= r (5 + i)-5i=i20 
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¡EJEMPLO 4 . Hallar JV** <¿ ' 

Solución 
Método 1 


. Cambiando de variable: Sea »-*>• Entonces 


f l/3 dt x = Q ^ t = 0. 

r=—• — ~r~i r ■ 

2 6 /* 


J_"/~'"i?*]" 6/2 í. ’*"* 

Método 2. Usando la fórmula 7 con m = 3/2, n = 3 y o = 8: 

jTv7e-“V= p' 2 e'^- J o 


x^-'e-^dx 



■ 1 _ r f—1-L_r{i)=il 

3(8) f l 3 J 3(8) 1/2 UJ óVT 


IEJEMPLO 5. i Hallar r [jJ r (yJ 

Solución 

Aplicamos la fónnula I y luego, la fórmula 6, T(x) T( 1 - .t) = —— 



I EJEMPLO 6.1 Hallar: 

a. f'-* b . f'ÍMlíOr 2 ., c r 1 f « 1 

JoV^Ihü Jo l / J C> J 0 [ln(l//)J 


Solución 
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Ap| .canias la fórmula 4 que dice: I» - j J ln i j d¡ 

-I 

„ Aplicamos la fórmula 5 que dice: r(x) = a* j (|„ (,„) y',a- 

| 1 |'lnll/')j dl= j’(i n (\,t))' n r' n d, = j '(,„ (l/,)f / 2 >'>,(>'*)-l* 

Si a = — y * ~ ~2 * enemos ^ ue a ~ (i ^ 2^ Ahora, dividiendo y 

multiplicándola integral anterior por /= (1/2) 3 2 




(i/O 


1/2 


dt = 


1 


(1/2) 3 2 

1 


( 1/2) 3 ' 2 | (ln (Vl)f ,2) ' 1 / ,/2 > - 'dij 


■r 4 =• 


1 ^ r; Vi. 


_ .. . „ =2V2li=V3i 

(1 /2) 3 2 UJ ( 1 / 2 f 1 2 2 


c. Aplicamos la fórmula 5: 


í:ter 2 - /:< - (-r' 1 '-- 


Si a = — y x 

2 y 2 

j 

multiplicando la integral anterior por a 


= I tenemos que a = (3/2)' J . Ahora, dividiendo y 
= (3/2)^: 


'[, M )- f’( 

Jo fin (1/,)J (3/2)“ [ J" 


(575“ r wJ («í ’ i 5 U 
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(ejemplo 


r' 3 . b. í A‘ 2 ln 5 A-ífr 

77) Hallar: h. J ln A *** Jo 


Solución 




a. Aplicamos la fórmula 8 J ' ( lnA ) (m +1) 

r , = . 3 , = _6 

/.*"*■ ¡nrr" 

b. Aplicamos la fórmula 8, con m = 2yn = 5: 

r 1 (-i) 5 5i _ _il — 

J * l,nW (^r 7= 36 243 


, con m = 0 y 


EXTENCION DE LA FUNCION GAMMA 

La fórmula I nos permite extender el dominio de la función gamma a conjunto 
05-(-1,-2,-3-}• 

Esto es, al conjunto de los reales, exceptuando los enteros negativos. Para esto, a la 
fórmula 1 la escribimos del modo siguiente: 



PROBLEMAS RESIJF.l TOS 5.5 


[PROBLEMA 1,] Hallar [“ 

J 0 
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ución 


S0,Ü a c e a v “ 5x 2 . Entonces 
,,M ttodo *' 

V 

2‘J~5 


¿1. <¡x = - f= ~- x = 0=Oy = o, x->co=> 

*'7T 


Í.IW) '"ÍtTt}’KST/T j>V>* 

■áí áiO 

1 3 1 [n 3 n 3 

50/S 2 2 UJ = 200V1 V ' = Ti 1 ^ 

Método 2. Aplicamos la fórmula 7, Teo. 5.7: f x* ~ l e~“*di=— 1 , rí-"l 

Jo na m/H Vn J 


con m 


= 5, n = 2 y a = 5: 




—= -i-vi? 

1.000 1.000 


[problema 271 Probar que: T(x) = 2 | y*~ l e dy 

Solución 

Sabemos que: r(x) = | t x { e'dt. 

J o 

Sea í = y 2 ■ Entonces di = 2ydv. x = 0 => y = 0. x = aoií>y-GO 

rw= J*(3' i r' e ' /1 ( 2 ^) =2 J 0 / '' eVdy 


rPROBLEMATI Probar que: 

( \ 1.3.5. ■ ■ (*•-!) . 

►-i"-- 2 : "n! 


r H) 

■f.,i).(i.(i 


Solución 
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■MM- 




Ix -un 
2 2 


Hasta punto hemos logrado la primera igualdad. Ahora vamos por la segunda. 

A la expresión anterior la multiplicamos y dividimos por 2. 4. 6 ... (2n - ^ 
/ ,v l 2.3.4. . • (2n-3)(2« -2)(2»-l)(2n) j- 

f| n+ j) 2". 2.4.6 . . .(2 n) 

_ I 2.3,4.. . (2n-3X2n-2X2"-lX2«). .rr = 

2 n .2 fí (\.2.3. . n) 2 2n n\ 

| PROBLEMA 4.[ Probar las propiedades 1,2 y 3 del Teorema 5.7 

1. r(*+i)=*r(x), v*>o 

2. La función T restringida a Z + es la función factorial. 

r(n+l) = >i!, V n e I + 


f 00 

3. T(x) = a* | l x ~'e- al dl, x>0,a>0 

Jo 


Solución 


t x e 1 di 


1. r(x + 1)= [>♦') -V f",V ‘dt = Lim f 
Jo Jo b->0 o J 0 

Integramos por partes: u=/ r y dv = e~'=> du = xt x ~'dt y v= -e"' 

Un, Je.-.*. Un, [.*-]; - ( Lta J V V, (v-*) 

= Lim [-6V*-o] + * Lim f t’-'e-’dt 

O —> 00 J i 

í) -> 00 Jo 

-o+*JVy 

2. Aplicamos la propiedad anterior repetida n < 


i veces: 
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r( n + 0 “ " r(n) = “ "(« “I) (n -2)r(n-2) 

= n(n -1) (« -2) . . . 3x2x1 xr(l) 

* n{n -1) (n -2) . . . 3x2x1x] = n \ 

, = au. Entonces dt = adu. / = 0 => „ = n 

U - f = Q 0=>U = 00 

- í/' 1 '"- fc-r-v-t.*)., r 

J 0 

J (cambiando la variable muda u po r la variable muda t) 


(PROBLEMA!] Probar las propiedades 3 y 4 del Teorema 5.7 

a. Pnmera versión logarítmica de la Función Gamma 

r W= JJlnij dt,Vx>o 

b. Segunda Versión Logarítmica de la Función Gamma: 

r(x) = a x j* q ^ln - j t a ~'dt,Vx> 0,Va>0 




Solución 
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I PROBLEM A Probar la fórmula 7 dtl teorema 

C V= ^771 n) 

J 0 


Solución 

Sea y=«*. Entonces 


*-Kí) f 


,-0=>p-ft *-*•=>'-** 

fV-^*./ # g) * -UJ - 

Jo , 1 

■ f /■"■-'trVy - “"777 

Jo 


<t) 


[problema 

Solución 


3 Probar: // hV & = ^TT-■ m> ~ 1 ’ n 6 2 + 


ioiucion , 

L J'g”h»x<fc= j[((-l)(-l)ln^^=(->)" 

= (-1 y J ‘[ln l|* * ° ' ¿ m + ')-'<&= (-1 ) n r(n+l) 
Dividimos y multiplicamos por (m + 1) * +1 . Aplicamos la fórmula 6 del teor. 


io ( m+, y 

(-o” 




r(„ + .) = Ízil4 

Jw + 1) (w+1) 


I PROBLEMA 8.| 


Una Función de Densidad de Probabilidad. 


Solución 


Sea la función /[*) = 


C x a -'e- fix , s\x>0 a>0 y p>0 

0, si* <, O’ 


L Hallar el valor de la constante C, en términos de a y P> ^ 
que la función/sea una función de densidad de probabilidad* 
esta función se la llama función de densidad de probabilid* 
Gamma. 


2. Hallar el valor de la media para el valor de C hallado. 


3 77 Capitulo 5. Integrales Impropias 

pebe cumplirse que: j J(x) dx = |. Luego, 


1. 


J_cr.-v-a.-cf 


B a 

r = —— y A x )~ 
f(a) 


p° 

na) X 

o. 


si x > 0 


a> 0 y p> o 


six < o 


«• E - ™í. *'■"'**- 


[PROBLEMA 9.| Probar que la integral que define la función gamma converge. 
Esto es, | ! ' ~ 'e'dl donde * > 0, converge 


Solución 

Tenemos 


que J t x l e‘dt= J t x ~ l e~ f dí+ J 

Probaremos que: a. j* t x ~ l e~'dt y b. J t x ~ x e~*di convergen 

a. Si x > 1, la integral a. es propia y, por tanto converge. 

Si 0 < x < 1, la integral a. es una integral impropia de segunda clase con punto 

singular 0. 

Tenemos que 0 <* < 1 :=> -1 < - *<0 =>0< 1 — x< 1 

Aplicamos el corolario 5 del teorema 5.4 con p = 1 - m < 1- 

Lim (t -0) n J{x) = Lim ,>-*(/*-V*) “ Um «■* *1- 
t -> 0 + / -♦ 0 + ' t o 


Luego, 


ÍV- 

J o 


e 'dt converge. 


I 5 * Aplicamos el criteno de comparación por limite para integrales de pnmera clase. 

Sea «(0 = -V • Sabemos que f \dl converge y 
r Ji t 
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En ios problemas 

proj 


J. | x-'^'dx 

3 . j\ 2 e- 3 * 2 dx Rpta- 36 
¿- Vsjx Rpta. 6 


op nRl KMAS PR OPUESTOS 5.5 

j é 15 i, a i¡ar el valor de la integral indicada usando /« 

• />•** 7'5 

‘H9 



r * ¿x 


Rpta. 


9s[ñ 


,.r, 

J 0 

6. j* (x + 2) 2 e~ x2 dx Rpta. 

i'í.-í* (-f '"“■/i 

J 0 j 

9. J '(ln(l/*) )** Rpta. 10. Jjln (1/*) ) 2 * *P“> & 

II. í J¿= Rpta- Jlñ 12. í (x In x ) 

J o yf-x\nx J o v 

1 


'dx Rpta. 


dx Rpta. -5!=-120 


13. J (Inx) 

15. í - dx Sug. y= 1-ln 


Sug. y = - ln x Rpta. J — 


x Rpta. 


e 2 y¡~2ñ 


16. Probar que: J~7r T(2n + 1) = 2 2n T(n + 1) V(n + 1/2 ), n el A 

Sug. Problema resuelto 3. 

17. Probar que: Jñ T(2w) = 2 2 "" 1 T(n ) T(w + 1/2), neZ + 

Sug. Problema resuelto 3. 
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s/^r(n-M) _ 2.4.6...( 2b ) 

,8. probar que: + \/ 2 ) 1.3.5. ,(2n-l)' " e2 * 


SECCION 5.6 

LA FUNCION BETA 


La función beta es otro de las funciones especiales Fue introducida por 
Leonardo Euler en 1.730. El nombre de beta para esta función fue dado por el 
matemático francés, Jacques Bidet (1.726-1.856). 

jpFF ÍÑlCÍOÑ^ Se llama función beta a la función real 
B: (0, oo) x (0, oo) R 


B(m, n) = f x* "^l-x)’" 1 ^ 

J o 


Debemos probar que esta integral impropia converge para todo m > 0 y n > 0. 
Esto lo hacemos en el problema resuelto 8. 


|TEOREMA 5. 8 | Propiedades de la Función Beta. 

V/w>0y V n > 0 se cumple que: 
1. B(m, n) = B(#i, m) 


2. B(m, n ) 


r(m)r(n) 


r(m + n) 

3. Versión trigonométrica de la función Beta 
xa 

B(m, 


J o 

f ” X -- 1 

. B(m, «)= I - TST 7 

J 0 ( 1 + * ) 

. j‘(,- a )-(*-x)Vx=(ó-)'" + " + , B(«^ 


»+l) 


“«mostración 
••Ver el 


problema resuelto 4. 



































2. Omitimos la demostración, por estar 

3. Ver el problema resuelto 5. 

4. Ver el problema resuelto 6. 

5. Ver el problema resuelto 7. 

| F-fEMPLoTTI Hallan a. 


nuestro alcance en este curso. 


b. í x 5 (l-x) 2 dx 

J o 



Solución 

a. Aplicando la fórmula 2. 


/i i) r(lí2)r(lí2)=7T_/£ = £= n 

B (j’jJ __ r(i/2+i72T 1 

b .J'. 5 o-) 2A= // 6 " 1(1_ 


x) 3 "'<& = B(6, 3) 


r(6)r(3) _ 6!3! | 

r (6 + 3) 9! 84 


| EJEMPLO 2.] Hallar j xlf(A-x 3 dx 

Solución 

Sea jc = 4 >> 1/3 . Entonces y=y-. dx-^y~ 2n dy. x -0 => y = 0. x = 4 => y = l 
64 3 

J 64-x 3 dx = | (V /3 )3/64 - 64^ (jJ'” 2/3 ¿V j 

4 y J / 2/3 • ‘o-^r 3 ■ > 



3 2 sen(^/3) 3 3 /J/2 9V3 
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Í nr2 

. senW ** b. j 


Aplicamos la fórmula 3. Tenemos: 2m - 1 = 4 y 2 „ - , = 3 => m . 5 y ^ _ 2 

Í ff/2 2 

sen 2<5/2) ^''* eos 1 » 1 »-> x ¿u = ^5 ^ 

2 <H '(Fi®’ 5 

b J%os‘^= J o 


Aplicamos la fórmula 3. Tenemos: 2m-l=0y2n-l=6=>m=Iyn=Z 


Í *i2 r nt 

eos 6 xdx= I 
o Jo 




.mbMíLRiBBHS 


<W) 


2 r(4) 2 


4! 


5 

=—n 
128 


EJEMPLO 4. Hallar 


r—— 

J o Jx(\+xf 


Solución 


f * ~ d 

Aplicamos la fórmula 4 que dice: B(m, n) - J ^ + ♦« 


p ^ 

r x"' 1 

r» _ i/i -» ( 

f * dx =B - 

J o \fx( 1 + a:) 2 

J o ( 1+*) 2 

j \l/2 ♦ 3/2 l 

Jo (1+í) 


r( i / 2 )r( 3 / 2 ) £ji ( 1/2 ) 7 ~* = * 

= " 4 ^r 1 2 


















































Capitulo 5. Integrales Impropias 
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’* » 



_£_<*. «> 0 . 


I EJEMPLO 5.| Hallar. J - 


Solución 


S ea ^ = _. Entonces e 
a 

>-«=> a:->»=>>" 


3 "'" 3 jr 

00 . Ahora, 

,2/3 


r ^ < r ** dx i r^w—r v,/3 

°J° l+y ' 3 ^ 3a Jo 777 48 

ñ^f 77 ^ 3a ' /3 3a 


3a l 3 Jo (¡+y)‘ 

= -4 T r(i/3)r(2/3)=^- r r(i/3)r(.-i/3)= 


2 * 




3a /3 sen y 3?3^ 


, — - 1 f ‘' \zr?6 + tan 5 # 

1 EJEMPLO 6.1 Hallar: ¡ —-— 

de 

Jo (l + tan 6) 


Solución 


Sea x = tan 6. Entonces 6 - tan ~ l x . dO =- ^ 

. e=o=>x = o. e =- 

1 +x 2 

2 

f " tan 3 # + tan 5 # ^ C * x * + x 5 fa 

f “X 3 (l+x 2 ) A 

Jo (l + tan e) 5 J o (l+z ) 5 1+* 2 . 

lo (l+x) s 1+x 2 


> a: = oo 


. p-^*. r »■-' A 

■MM’ J.e*»)“' 

= rm ii= r ( 4 ) r 0) ^ 3!. i _ i 
r (5) 4! 4 


rEJEMPLO 7 


Hallar 

Solución 


r 6 _ 

J 2 f(* -2)(6- x ) dx 

Según la fórmula 5: J (,-*)» 


dx^{b-a) m *" * 1 B(m+1, n+1) 
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w 

r 6 Ké^j d* - J 2 (* - 2) ,/4 (6 - ,) ,/4 * 

3 =4 i/4.i/4.i B f 5 sy r( 5 / 4 )r(s/ 4 ) 

\4* 4J ru + 1 / 2 ) 


„ (l/4)r(l/4) (l/4)r(l/4’> 2 ffr 


(3/2)(l/2)V7 3^ 


(If 


gl Area de la mariposa 

Se llama mariposa a la gráfica de 
la ecuación 


6 2 6 

y =x - x 


Solución 


Hallar el área de la región encerrada por esta curva. 



por simetretría, el área de la región encerrada por la mariposa es 4 veces el área de 
la región en el primer cuadrante. Pero esta región parcial está es determinada por la 
parte positiva del eje X y el gráfico de la función 


Luego, 


A = 4 j (jr 2 -* 6 )' 6 ík = 4 J ■X 1/3 (l-* 4 )' 6 <fc 

Sea z = * 4 . Se tiene: x = z l/4 , ¿¿c=i z ~ 3 4 ¿¿z,x = 0=>j = 0 > x=l=> z=l 

A = 4 | 0 Z ,/,2 (1 -z)' /6 lz^'*dz= J 'z- ln (l-z) l ' 6 dz 

= f z l/ 3 - 1 (l-z) V< -' < ¿= b{- llíül 

Jo u' éj T(l/3+7/6) 

= _ r ( |/3 )r(7/6) r(i/3X i/6)r(i/6) _ r(i/3)r(i/6) , 0 

T(3/2) (\/2)T(\rí) 3v/7 












































■ 
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Solución 



*■ m K/2 

r7%=ns) *-J. 

Jo v tan 2 * Jo v 

= j t/2 (s C nxf /6) -'(oo SX f S/6) -'d X - i B (¿. |j 


,#íf) 


r rtn 


1 /r 




2sen(^/6) 2 1/2 


1 PROBLEMA2.) Hallar: a. í -=L== dx b. f 

Jo V 1-* Jo y/S-x 2 


Solución 


a. Sea *= y. Entonces dx=-y~ 2/2 dy. * = 0=>j/ = 0. * = j 


>®1 




1/2 




► 1 




= íMtw) = ^r(i/3) 

3 M^Té) 3 r(5/6) 

Sea x - 2y '. Entonces dx=— v - 2/ ij 

3 y J y x = 0 => >> = 0. x = 2=> y=l. 


( -?====■ ¡fr= ¡'^y_(2 .. 

Jo '^ T JoTnr 


J '- y/3 


s r 1 


57? J/ ,J 0 -yT l/2 dy 


3 * 2/2 Jo/Kv 


úfy 


J/3 


•*/>- 



3-/2 U 2, 




Capítulos. Integrales Impropia 

8 r(4/3)r(i/2) = _8_ (./3)r(i/3)r(,/2\ 

3 J 2 r ( ,,/ 6) 3 V 2 (s76)r^76T~ 

= _8_ 2 r(l/3)s/^ _ 8s/l^ r (| /3 \ 

3,^2 5 r(5/6) " 15 TtJTT) 


É@SSS3 n-n ff 

a. ('-4.*.* 

JOyll-x 6 6 


Solución 


/ /n . Entonces í/jc = i/ /n 'rfy.je = 0 => v = f 


a . Seax=>' nuu,.™ M -- x dy.x = 0=> ,, = 0. x=l=> J ,= 1 

/ l/n\ m “ 1 

JoTT^r Jo /r=7 U- y ) n J/ 0->) * 

= ! í .i) 

22 J 0 n \n 2) 

_ J_ r( m/ n)r(l/ 2 ) _ f( m/n) yTñ 
n r(m/ n + 1/2 ) V(m/n + \/2) ~ñ~ 

b. Aplicamos la fórmula de la parte a con m = 3 y n = 6 : 

í — 

J o VTT 


¿ r(3/6) >/7 _ r(i/2) y^r , VI/ff , * 

J r(3/6 + l/ 2 ) 6 r(l) 6 16 6 


[P ROBLEMA 4.1 Probar la propiedad 1 del Teorema 5.8: 

B(m, n) = B(n. m),Vm>0y Vn>0 

Solución 

Sea u = 1 Entonces x = 1 - u. dx = - A#. * = 0 ^ u 

.i ^.0 


= 1 . x= l =>u = 0 . 


B(m. n) = J ** - 1 ( 1 -x)" ' ‘de - J (l-n )™ ' 1 u"' 1 (~du ) 
= f’«"-'(!-«)• 

J 0 


\« - 1 A.. = 


ífo = B(/i, m) 
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fliRÓBLfMÁD Probar la versión mgonomémca de la función be,a : 



B (m. n) -2 


* /2 ' ) 2m ~ 1 (eos x) 2n 1 ¿r,V 


r x/¿ 

I (: 

J o 


m>o 


y 


Solución 


Sea x = sen 2 # Entonces 


¿x = 2 sen 0 eos OdO. I -x = eos 2 # 


x = 0 => 0=0. x= 1 => 0 2 ’ 

**«)= ¡'x m -\i-^r ldc 

J o 

= í 2 [sen 2 ^J" " 1 (c os 2 0f ( 2 sen 0 eos 0 d#) 

J o 

x /2 r 

= lj (sen 0 ) 2m ~ ' (eos df" ~ 1 d# = 2 (sen x ) 2 "' 1 (cos ^ ^ 


PROBLEMA 6.1 a. Probar: B(m, n) 

Solución 

a.Sea x = -i—.Entonces 1 -x= —. fa =_ 


r* y-' 

~ I 7 . - ¿y, w> 0 , n > o 
Jo(l+xf " 


Uy 

x= l —^ ^ = oo. Luego, 
fl 

B(/n, n) = 


(>+*)' 

>+> “ (i +J ^ 


. * = 0 => >= 0 . 


= 

Jo (l +J ,f + » y 


®25t|MAT] p robar: f‘ 

Solución J . ( ^ A = (A- a r + " + l B(m + U + D 

a + (b- a )y Entonces x-a = ik 

*y- a »-x-a=*y .o a)3 '- 6 '* = (6 - a )d -»■ 

•*-*=> y. 1 . Luego, 



r b ^y^o.x^b 

J.<—n»-./’*. j v„ 





■(» 


-«)” J y* ( 1 -y)" <fr . ( 4 _op + n-I , 

Ja v / B(m+1. n + 


i es convergente. 
> 0, converge 


[ggüJMAjLJ Pr ° bar qUC 13 Íntegral que «•««»« 'a función beta <_ 

Esto es, | ~U\-x\ n ~ l ^ 

Jo ' ' dx, m > 0 y „> ( 

Solución 

Si m £ 1 y n*l.\A integral es propia y, por tanm u 

convergencia. ’ no Eay problema de 

Si 0 < m < 1» entonces x = 0 es un punto singular Si 0 < « ^ i 
un punto singular. Probemos la convergencia de la integral p^ * = 1 “ 

Caso 1. 0<m< 1 y n> 1. 




0 <m<l=>-I<-m< 0 => O<l- m <i. Sei05!>= _!_ 

1 
0 


Por el corolario al teorema 5. 3 con p - l 

. - 1 (I-*r‘ y-Wi- rf-» 


m ' -T^T“ n 'erge. 

J ox 


Lim 

0 + 


*(*) 


Lim 

X—¥ 0 + 


I Ura (l-xy-^l 


Luego, por el criterio del por limite para integrales de segunda clase, (corolario 
3 al teorema 5.4), í x m ~ 1 (l-jc)" ^converge. 

J 0 

Caso 2. 0 < W < 1 y m>l. 

0<«<1=>0<1-/i<1.Sí g(x) = ——, Í -T-—converge. 

x'~ m Jo x 


Lim 

r 


íW 


- Lim 

jr-> I 


- Lim J * -1 ~ 1 


Luego, por el criterio de comparación por limite para integrales de segunda 
especie, (corolario 3 al teorema 5.4), f jc" " 1 (l - x) n " 1 dx converge. 

J 0 

Caso 0 < m < 1 y o < n < 1. 























C.p.wK.5. 


r l,i m f x*~l í, „ 

L-.—i - ¡ - “ r ”“ "" r ‘ l *". 

caso 2 para la segada ■nK8 ra _ 



del , 25. hallar el valor de la integraI indicada usando /as 


1. Hallar a. B(3, 5) b ‘ B ''’ ' 


' ii f) 


Rpm a. — 

7*0--*) <* 


dx 


3 --lie 


5. J 7 1-/ dx 

6■ [ - j = Sug. y = — 

Jo7¡Tv b < 

7 * JoTT^* %y=x4 
Íoí+z* Sug - y*** 

f" x 5 


16 

315 


c. 2;r 


«-‘(ílMHí))’ 

** B í? í)-f 

J2 A\ 2s¡2>r 
U* 3J 9 


B 




Absfltt 


(r(i/4)) 2 


Rpla. —bÍ—, il = — 


2 2 


Rpta. 


IbÍI. II - £ 

6 U 2j 6 


ft P ,a ~V B ( 6 ' 9 ) = 


1 


18.018o 9 
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}S* 


c* e 


dx Sug. y- «?* 


Í " ___íi-- dx Sug y - e 51 



‘.ti* 


sen 2 .* eos 2 * i* 


-'*i* 


* í; 

,6 í 

Í KU 

sen 2 "' ' 

Í jr /2 

eos 2 " * '* 

Í lK 

cos 6 jc dx 
o 

20 . j* sen 5 * dx 


kíi 

o 

xl2 


!, í 


níl 

0 

jt /2 


tan x ¿x 


22 . 


23. 


n 


sen 2 * 


dx 


dx 


' 2 f (.x- 2 )( 6 -.x) 


Rpta B(6, 4) - _L 
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*-■ HHV 

2 n 

9/3 

* p “ HVI)- 

1 373 ?KiD 

*• Hi i) 


*“ HH 

m _8_ 

* 105 

Rpta. I bÍ — i 

2 U 2 

35* 

J 2 1 

Rpta b[|. |1 

, Wí r(5/6) 

1 16 r(»/3) 

Rpta. : 

1^.77 r(n) 

¡J 2 rtn+ 1 / 2 ) 

Rpta. --B^n, 

n_ 77 r(n) 

2) 2 r( n + 1 / 2 ) 

Rpta. 2B^ 

7 V 5jr 

’ 2j“ 8 

Rpta. B^3, 

H 16 
l) m 15 

Rpta. Ib| 

3 n jl 
k 4 4 J V2 

Rpta. Ib( 

l,^-71(r(2/3)y 

Rpta. b( 

i. iV* 

2 2J 
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=- dx 

Rpta. 2 S B^3, ij - . 

X 


2 -x) dx 

^ 4b(-, jJ-- 

dx 

*»- 4 ' B (r j) - 

X 2 


I* 

*»« 2 ‘ e íí- i) • 

-X 

x 3 )' /5 <* 

5 ’ B (r jJ- ! 

f * e" 

dx= Sug. y= e x 


15 

8 /r 

Sn 


29. Probar que i - . m+n 

K) 

30. Probar que: 

a . B (m, l)=—,ra>0 b.B(m + 1, l)=^B(w, n), m>0, n > 0 


31. Probarque J ' S " g ' Sea *“ x 

32. B(m, 1 - m) = — [ . 

m J„ 1 +x"" 

Sug. Aplicar la fórmula 4 del Teo. 5.8 y luego hacer y - x m 

33. Probarque 

f 00 x m ~ l r 1 x »-l i 

a * 7"¡ ^T77^ = I -. Swg. Sea y= — 

+ Jo(l + x) m+ " * 

Í l X m - ] +x n ~ l oo 

o“o7¡p r * =B(m ’")- Su *' B ('"'«)= j o 

í •—^ — dx= f' X m -' f“ j."-! 

Jo j, 


dx y 


34. Hallar f 

Jo(l + í 8) l/ 





—bÍI II 
16 U g J 


Sea > = X* y el problema anterior. 



SECCION 5.7 

TRANSFORMADA DE LAPLACE 


Capítulos. Integrales Impropias 

’-1 1 


que 
ecuaciones 


Mediante las integrales impropias se difine una transfomación a. r ■ 

,r«empeña un papel s.gmficat.vo en la solución de c^nT J func,ones 
diferenciales. Nos refenmos a la transformación de LanW T ^ ecuacw,, “ 
tpHo y con múltiples aplicaciones. En esta sección sól^os^,^.£*» 

dada^por la siguiente mtegral improp,a,^ de^ue ésu 


convela. 


-I 


F(s)= I f(x)e- a dx 


Se llama transformación de la Laplace al operador % que 
asigna a la función/(x) l a función F{s). Esto es, 

&(Ax))=F( s) 

En forma más precisa, la expresión anterior se escribe asi: 

&{/) =F 

filÉMPLO 1.1 Probarque: 

a. Si J[x)= 1, entonces Sf( 1 )= -, s>0 

5 

b. Si J[x) = x y entonces J5?(x) = -^- ,s >0 

c. Si f{x) = x n donde n e N, entonces x") = , s > 0 

Solución 

«. J 2 T( I) - J "(1 ).-«*- J V*« Lim |*.-A “] 0 

= Lim Í-Ix—1+-x-5«* . Um (-- x -ír] + s 

irn í-ixirl = 0 y. por lo tanto, 1) = - 
V S e ) 

l 6 i f b l 1 1 

J 0 


Como s > 0, tenemos que Lim 
b - 

6 . Integrando por partes tenemos: 


&{x) 


J o 


xe sx dx = Lim 

6 -F oc 



































Solución 


1. De acueido a la fórmula 27 de la tabla III de integrales básicas, tenemos: 


Stf (sen ax) = í e' sx sa\ax dx= Um 

J 0 


?(-s sen ax - acos ax) 


L 

Jo 

r e~ tí 

^ / c cpn nt _ n cit l 


6 ( 0 - /jvl\ 

|_r+a 


[s> + ¿ ( ° oxl) 


= 0 +- 


2. Similar a la parte 1, usando la fórmula 26 de la tabla III. 


¡TEOREMA 5.9 [ Linealidad de la transformación de Laplace. 

S' / y g tiene transformada de Laplace y C\ 
constantes, entonces 


Demostración 


■^,/W + Cjg(*)) = c &(/(*)) + c 2 Sf(g{x)) 


y c 2 son 
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Si Jlx) ■ c, V je; entonces c) ■> £ ^ > ^ 
b. Hallar la transformada de Laplace de * 

- 2 + 4 eos nx 

¡¡olueiá" 

b . ^-3 x J -2- 4 cos-)-5^)-3^) + ~&(2) + (eos¡rx) 

-2+4- 


.1 . £ 

J s 


--1 2 * 4 > 

* 4 s 1 « 777 


A continuación presentamos una pequeña tabla de transformadas. Algunas de estas 
|as hemos obtenido en los ejemplos anteriores. Las otras son deducidas en los 

nroblemas resueltos. 

p algunas transformadas de laplace 


A*) 

Sf(Ax))=F(*)= í /(*)«-“<& i 

J 0 

c 

J>0 

s 

n 

X 

ni ~ 1 

■>« 

ax 

e 

J-, s>. 

j-a 

sen ax 

I 

s +fl J 

eos ax 

ré"»' J 

senh ax 

777* 1>la * 

cosh ax 

.. 1 























































Capítol® 5. .n«íto'«""P ropU,S 

PROBLEM AS RE SUELTOS 5.7 

(pROBLEMAj I Hallar ^3x) 


Solución 14-eos dr T 

2 Jjtfrirl. Luego, 
Sabemos que eos ix 2 

1 


_£fcos 2 3*) = -éf I/2[ 1 + eos 6 *] )» ^ 1 ) + 2 ^ cos <*) 

. . + > x a =1^-^-) 

= 1*7 2 7^7 2U 7 + 3éJ 


Ji»4 


PROBLEMA 2.1 Probar que 




Solución 

1. Teniendo en cuenta la fórmula 7 del teorema 5.7 se tiene: 




a"'®- 1 .-* 


1 , r m.iiríil.-Lríi)- ^ 


2 í 3 


2 . Teniendo en cuenta la fórmula 7 del teorema 5.7 se tiene: 

J o 

r n_ 1 r- su 






MlMXI] Probar que e“ \ = J - . „ 

V ' I J 

Solución *-a 

j " 0 5 - a 6->oo L J o 

^Um[ e -<-®)6] . _zl_r-(.-ajo-l 1 __ 1 _ 

í_aL J 777 ■ s-a 
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r - 5 g 0 MAÍD Probar que: 

1. -^(sentía*). f>Ul 

2 . ^(co,«*)= * iJ>u , 

j -a 

Sol« cién 

o mordemos la definición de seno hiperbólico ti a 

1. ^ 2 Anora, usando \a 

realidad de Sf y el resultado del problema resuelto antenor, 

¡f (sentí ax) = ^(l/ 2 [e“ )- I* ( e »)_ 

= I_1_I _L = Cf+ojj-Js-o) = a 

2 5-a 2 s + a 2(s 2 -a 2 ) TI? 

2. Similar a 1. 


g|Q|£|MX5j Propiedad de traslación. 

Si &(f{x)) = F(s), probar que e* f{x )) = f\s -«>, s: 

Solución 

Tenemos que F(s) = f /(x) e'^dx. Luego, 

J O 

Sf( e“/W) = j e^fU^dx = | ^ f(xY^dx =F[s-a) 


IPROBLEMA 671 Hallar e“c©sitx) 

Solución 

Sabemos que i? (eos «) = -j——j-- = ** Lue ^ de aCU€rd ° 

5 z +jr 

anterior, 

5-fl 


^f( e“ eos «) = Rf- «) = 





























fl/ , hallar la * Laplace 

£¡£S*** Rpta. F(s)= 


Rpta. m=^ + ~~X. 

s s j^2 

Rpta. F{s) = —\ • \f~7t 
4 s 

Rpta. F(s) = - ~ n , s>* 

s + ;r 


1 5 

2 . M^ + i ' 5e ‘ 

3 . flx) ~ * a 

4. f[x) = sen m 

sen 2ax Pnta F(s} - - 

5 g x ) = sen ax eos ax Sug. sen ai eos ax ' s 2 +4a ¡ 

lfl * ^ 

2 R P ,a ~ í- i~Tí i 

6. /(x)= sen 2 3x r 2V* í +36/ 

7. yfx) = e -3 * sen Ix 

8. f[x) = e bx senh ax 

9. j[x) = e bx cosh ax 


Rpla ns) "^íf^ 


Rpta. F\s) m 
Rpta F\s) m 


(s-bf-a 1 

s-b 


(s-bf-a 2 

10. ansformada de la función con escala de la variable independiente modificada. 
Sl -fiftx )). f (l)i probar ^ v _ t 

















ECUACIONES 


PARAMETRICAS 


CHRIST1AAN HVYGENS 
(1.629 -1.695) 

6.1 ECUACIONES PARAMETRICAS 

6.2 PENDIENTE Y CONCAVIDAD DE CURVAS 

PARAMETRICAS 

6 3 L °NGITUD DE ARCO, AREA, VOLUMEN 
V CURVAS PARAMETRICAS 
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CHRISTIAAN HUYGENS 
(1.629-1.695) 



CHRISTIAAN HUYGENS (1.629-1.695), considerado como ano de los cien,ifi cos 
más distinguidos del siglo XVII. Hizo importantes co,atribuciones en matemáticas, 
física y astronomía. En 1645 entró a la universidad de Leiden, donde esludió 
matemáticas. Su padre, un importante diplomático, fue amigo de Descartes. quien 
ocasionalmente, visitaba su casa. Christian fue un seguidor y defensor de las ideas 
dp Descartes. 


Construyó telescopios de gran calidad. En 1.655 descubrió el Titán, la mayor 
luna de Saturno. Las observaciones astronómicas precisaban de una buena precisión 
cronométrica. Este hecho lo indujo a Huygens a ocuparse de este problema, 
concentrándose en el movimiento pendular. En 1.656 patentó el reloj de péndulo. 
Este invento estuvo basado en sus estudios sobre la famosa curva, la cicloide. 


En 1.659, gracias a sus telescopios, Huygens presentó una correcta descripción 
los anillos de saturno. En 1.665, fue elegido como miembro de la recién formada 
Real Societ}' de Londres y en 1.666, fue integrado a la Académie Royale des 
Sciences de París. En 1.690, presentó su teoría ondulatoria de luz, la cual permitía 
exp i car os fenómenos de reflexión y refracción mucho mejor que otros teorías de la 


ACONTECIMNIENTOS PARALELOS 

de Oro <L la literatura eL U ^ Un ^° la Vlíia (íe Huygens, es conocido como el Siglo 
Argote, Francisco de Oueved a \ DeStacan de Cervantes, Luís de Góngoray 

la Barca. En los primeros ° • a P * ^ e 8 a > Tirso de Molina, Pedro Calderón de 
holandesas y francesas en aT*- í6eS , te mim ° siglo se inician las colonias inglesas, 
en 1.630, Filadelfia en J 6sT * Gm .f nc0, se fundaron Quebec en 1.608, Boston 
nativos la isla de Manhatan ÍNu í v ¡ holandés Peter Minuit compro a los 

En 1 -643 Luis XiV ÍCVa ° r } P ° r el equimlente a 24 dólares. 

VtrsaU «- « dondemudasucorierenf 0 * Francia Construye el palacio de 
El Sha J h eQ 1-Ó62. 

Mal ‘0l, en honor de su difuma 'etlLTu™ >ü cons!rucc <ón del famoso palacio Taj 
esposa Mumtai Mahal. Se completó en 1.648. 


C» P 1 
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son llamadas ecuaciones paramétricas con parámetro t 
Conforme , vana en el mtervalo 1. los pumos desenben una curva 
C, denominada curva paramétrica. Si 1 = [o, fl, (/(o), g(a)) es 
el punto inicial y (M,g(A) es el punto final 


Parámetro viene de las palabras griegas para, que significa “juntos" y metro 

que significa “medida”. 

Si en la ecuaciones (1) se elimina el parámetro t, obtenemos una ecuación, de la 
forma F{x> y) = 0, que es la ecuación cartesiana de la curva. 


El desplazamiento de una partícula el plano puede ser descrito mediante 
ecuaciones paramétricas. En este caso, el parámetro t representa tiempo y el punto 
(x y) = (/[ t), g(0 ) es I a posición de la partícula en el instante t. 


Las ecuaciones paramétricas de una curva ofrecen una ventaja adicional a la 
ecuación cartesiana. A medida que / crece, además de de descripción de la curva, 
nos dan una dirección de desplazamiento. Cuando graficamos, esta dirección la 
indicamos mediante cabezas de flechas. 

[EJEMPLO lT| Dadas la ecuaciones paramétricas 

a. Bosquejar la curva indicando su dirección. 


Ij = r/¿ 

U-'+i 


-l<í <4 


b. Hallar su ecuación cartesiana e identificar la curva 



Pumo ’ n 'cial: (1/2,0). Punto final: (8, 5). 
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*”“V" = O'-')’-., 

•, ^ daría corresponde a una parábola con vértice V = rn , 

Esta ecuación cartesi £. ec( , aclón para métricas sólo es parte d¿ P y Se 



aS mr¡ M *to*»vn*'* •“ 


a Hallar una parametrización para el gráfico G, de una f Unci 
v = /í-v), aíx<b 


«ción 


b. Hallar una parametrización para el gráfico G 2 de una fu nción 
x=g(y)> c<y£d 

Y 




ÜmEoI] Dosparametrizaciónes de la circunferencia x ! +y 1 = r 1 

“'tSorT P “ nZadón de x 2 + y 2 = f de dirección 
Solución a parametrización y 1 = r l de dirección horaria. 


circunferencia V^TT I = de '» 
P^ccnelcenpos™;'^' 0 ^ una «<e 
«le radio con el semieje nn 6 angu '° 9 ue forma 
la «gura vemos que Jep ° S, " V0X Observando __ 

x “reos 0 , y = rsen 0 
A medida que $ cr . 

vuelta comp 1 ^ a la cmcunferenci^' P * c °menzandoT(r, 0 ). 
Caso -'Punto inicia, yfina|e ; ( ^ ; nrov,endose en sentido antihorano. I 

sen ) (r eos 7r, r sen 7r) = (r, 0). 





En consecuencia, las ecuaciones paramétricas buscadas son: 
í x = r eos 6 
\y = r i 


' sen O 


0 S 6 s 2n 


/-omorobamos el resultado anterior hallando i, 

paciones paramétricas: ,a " d ° la cartesiana de es 

/+ / = (rcos^ + (rsen^^ (cos2e + sen2e)= ^ 

Considerando que 


cosí' 


D * '-0) = eos 9 , sen (-6) = -sen 6 

e las sig 
i puntos 


tenemos que las siguientes ecuaciones paramétricas 
recorren los puntos de la circunferencia en sentido 

horario: 

i x = r eos U 

n • 0 ^ 0 < 2n 
y — -r sen 0 



^ 1 f MPLoX| Una parametrización de la elipse 
Probar que las siguientes ecuaciones 


x = a eos G 
y = b sen 0 * 


0 < 9 < 2n 


parametrizan a la elipse ^ + ^—= 1 



y 1 _ (a eos 6 ) 2 (ó sen 0 )~ 


Solución 

T + ¿_ = y^rp_ + y—'~t - (eos O'f +(sen O'f = 1 

aba b 

Al igual que en la circunferencia, a medida que 9 crece de 0 a 2a; el punto P, 
comenzando en (¿ 7 , 0 ), da una vuelta completa a la elipse, moviéndose en sentido 
antihorario. El punto inicial y final es (ú, 0). 

Las ecuaciones paramétricas anteriores se 
obtienen del modo siguiente: 

Dibujemos las circunferencias auxiliares de 
radios a y b. Tomemos un ángulo 9 tal que 
® - 9 £2 n. Sean A y B los puntos donde el 
lado terminal del ángulo corta a las 
C| rcunferencias auxiliares. Las coordenadas de 
65105 Puntos son: 

A = eos 9, a sen 6.) y B = (b eos 9, b sen 9) 
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puntó A y la misma ordenada que el puntó B. Luego, ,| 

= b sen 0. 


x = a eos 0, 


[EJEMPLO 5.1 Parametrización de la Tractriz 

|jr = a(cos/ + ln(tan//2)) 0<t< „ 


y = asent 


Ecuación cartesiana: 


X = ±a In 


a + y¡ a 2 -} 



Esta ecuación cartesiana fue obtenida en el ejemplo 8 de la sección 2.8 

Recordar la descripción intuitiva de la tractriz: Una mascota se encuentra en 
punto (0, a) del eje Y. Su amo está en el origen de coordenadas y empieza a camin" 
sobre el eje X halando a la mascota,. La trayectoria de la mascota es la tractriz. * * 


1 EJEMPLO 6.1 La Cicloide 


• „ f C,C,0,de es ' a curva ^ describe un punto P de una circunferencia cuando I 

radio r meda !ho í S '" 3 '° larg0 de una rec(a ' Si la circunferencia ti» 

punto P nroha ? 0 d ? . j Je X y el on S en de coordenadas es una posición de 
punto P, probar que esta celo,de tiene las siguientes ecuaciones paramétricas: 


í* = r(0-sen 0) 

Wl-eos*) • -“S^Soo 



c ,p« al ° 6 ' 
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Curvas 

| 0B | = Longitud del arco PB = rO, 

Ah ora, si P = (^X) tenemos: 

|OB|- |AB| =r0- |PQ| = r6- r sen 0 =r(0- sen 0) 

y = |pa| = |Q B I = l CB l“ l c Ql eos 0 - cose) 


la CICLOIDE , LA BRA Q UISTOCR ONA Y LA TAUTOCRONA 

c\ término Cicloide viene de la conjunción de dos 
alabras griegas: kyklos (circulo) eidés (forma). Esta curva 
ne tema de interés de los más prominentes matemáticos del 
™ ¡o XVII' Galileo, Pascal, Fermat, Descartes, Torricelli, 

Huygens, Johann Bernoullii, Desargues. Leibniz, Newton, 
l'Hospital, etc. Entre algunos de estos matemáticos se 
presentaros disputas y discrepancias en sus investigaciones 
sobre este tema. Por estos motivos y por sus bellas 
propiedades, esta curva fue llamada La Elena de los 
geómetras ” (por Elena de Troya). Los primeros en estudiarla 
fueron dos religiosos: Nicolás de Cusa (1.401-1461), 
alemán, y Marín Mersenne (1.588-1.648), un monje y 
matemático francés amigo de Descartes. 

En junio de 1.696, Johann Bernoulli retó al mundo 
matemático de su época proponiéndoles el problema de K 
la braquistócrona (del griego brachistos, el más breve, 
y de cronos, tiempo), que dice: Entre todas las curvas en 
un plano vertical que une el punto A con el punto B no 
directamente debajo de él, hallar la curva a lo largo de 
la cual una partícula se desliza desde A hasta B, por 
acción de la gravedad, en el menor tiempo posible. El 
mismo bernoulli y otros matemáticos, probaron que tal 
curva es un arco de una cicloide invertida. 

Otro famoso problema de aquella época fue el 
problema de la tantócrona (del griego tauto, el mismo) 

M cual plantea hallar una curva tal que una partícula 
soltada en cualquier punto de la curva, alcance, bajo el A 
e fecto de la gravedad, el punto más bajo B en el mismo 
tiempo. El problema fue planteado en 1.673 por 
t bristiaan Huygens. El mismo Huvgens probó que la 
Curva buscada es también una cicloide invertida. 
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' 6tr k^ 


SIMETRIAS EN CURVAS PARAMETRI Cas 


, / el es 



. \* m f(0 

«. La curva paramétrica j ^ 

«métrica respecto «I eje X si para todo /, 6 I, 

existe, ¡2 e I tal que 

(flh).K(h)) - (fl >■)- -rí'i); 


:ríca ; 


*/W 


, i e I es 


b. La curva paramélrica ] if ^ 

simétrica respecto al eje V si para todo 6 I 
existe r 2 € 1 tal que 


toy.«y) 



(-flU fltM)/ 

Si / es una función par y # es impar, entonces la curva es simétrica re 
rjc X. En efecto, dado / tomamos -/ y tenemos que pecto a l 

0 h>. «(-o) - Ow, - g(o) 

lilarmenle, Si / es una función impar y ges par, entonces la curva es s' * • 
o al eje Y. En efecto, dado t tomamos -/ y tenemos que ,rn ctrica 


eje 

Similarmente, 
respecto ai eje 


[E JEMPLO 7. ) Probar que la siguiente curva es simétrica respecto al eje X 


•Solución 


I * = 3 / 2 

I , ,“<»</ <00 

b 3 */ -3t 



La función or = 3Z 2 es par. En efecto: 3 (-/) 2 = 3 ^ 

‘ ' 11 E" - J(-„ . - ^ . j, 

«™ M. ,, ***. „ ;jt x 


AS V LAS «"^CADORAS 

unlidad para g r a fi car cur os ®'‘ ,e . mas algebraicos de computación son de gran 
os e -Í c,n Plos. Sin estas herramÍA nCaS com PEcadas. A continuación presentamos 

smás complicados, seria nrí f naS tecno,ó « íca s sería difícil conseguirlas y, « n 

a prácticamente imposible 


casos 


ot 1 ' 0 ' 0 
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2cos 7//2 
2 sin 7//2 





w ~ ven 4 / 

primera curva es un epicicloide de 5 cúspides (ver el w, 

7unda es una curva de Lissajour, llamado así en w pr ° b,ema Propuesto 37). 
ssaiour (1.822-1.880), quien se interesó en °’ r e ^ s *°o francés Jules 


i a segunda es una *.«. ••• «v ^.^ajuur, llamado así en ' J7T*“ H'upuesio 37). 
a Lissajour (1.822-1.880), quien se interesó en estas ° f ° ^ s * co Jules 

fenómeno de las vibraciones. ***** <***0 estudiaba el 


PROBLEMAS RESUELTOS 6. 


[PRÓltrEMAjJ Hallar ecuaciones paramétricas para el segmento de recu que 

une los puntos A = (-3 2) v R - n a\ a q 

inicial. U ,,B (1 - 4) ' °» A «*» l~n‘o 

Solución 

En general, una parametrización para un segmento 
de recta tiene la forma: 

x = a + bt, y = c + dt 

Si t = 0, tenemos x = a, y = c. Estos valores deben 
ser las coordenadas del punto inicial A = (-2, -1). 

Luego, a = -2 y c = -1 y, por tanto, 

x = -2 -i- bt, y = - 1 + dt 

Por otro lado, cuando t = 1, tenemos 

x = -2 + b, y = -1 + d 

Estos valores deben ser las coordenadas del punto final B = (3, 5). Luego, 
bebemos tener que -2 + b = 3 y -1 + d = 5. Por lo tanto, b = 5 y d = 6 . 
Ueg o, las ecuaciones paramétricas buscadas son: 

X * - 2 + 5/ 
y = -1 + 6/ 



í 


0£t<! 
































4 06 


Caplhilo 6. 


Cürvj 



(PROBLEMA Z] Esbozar la curva descrita por las ecuaciones paramét. 


íx = a sec 0 
\y = b tan 9 


-í*'4 í<'*t 


r 'ca« 



n n n 

La rama de la derecha es trazada por “ < ~ y Ja rama de la 

n . 3n 
-<Q <— 

2 2 


‘^quierda 


recta 

es 


[PROBLEMA 3.1 Ecuaciones paramétricas de la Bruja de Agnesi 

La Bruja de Agnesi es la curva que se define así: Tomamos la cirennft. . 
radio o y de ceniro (0, a). Consideremos una recta que pasa por el orioen n*’?'" dt 
pumo donde esta recta corta a la recta horizontal y = 2a. Sea R „| 8 °' Sea A «I 

recta OA corta a la circunferencia. Sea P el punto donde se ¡m PUm ° d ° ndc l¡ 
vertical que pasa por A con la recta horizontal que pasa£rB US a 13 " 
curva formada por los pumos P que se obtienen al girar la recta OA gneS ' 

a. Deducir que esta curva tiene por ecuaciones 
paramétricas a 

\x~2a cot 9 

\y = 2asen 2 & ’ ° <0<7r 
b. Probar que la ecuación cartesiana de la bruja 
¿y = 4a 2 (2 a -y) 

Solución 

3 ° e ‘ dngul ° de 'ilinación de la recta OA L 

m Lue 8°> Ja ecuación de OA es 

^ Adonde m = tan 9 

la «SJ debemosoue" h l * t# hori ^tal, 5 


Y 

2 a 


lÜI 

/(g/ 


I x 


. su ordenada es ^ = 2a, y, por estar en 
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c>P {tul 


í* 9, A = (í ^) 

La ecuación cartesiana de la circunferencia es 
x 2 + (y - a) 2 “ o 2 


El punto B, por estar en la recta OA, debemos tener que B - f v 
„ la circunferencia, estas coordenadas deben satisfacer su «uLtóm * "" es * ar 

/+(n«-n) J =a 2 =>^ + "‘x* - 2om* =>,*(, + ^ = ^ ^ 


c(l + W 2 ) = 2am => X 


2 am 

r+m ! 


= í 2am W 'j 

l 1 + '» 2 ’ l + m 2 J 


u abscisa abscisa de A. La ordenada de P es la ordenada de B. Luego, 

p = í 2a 2am 2 \ 


Ahora, 


m 1 + m 2 J 


* = 2 i = 2 a liY 2 a [i^Y 2a ™ e 


y= 


2am 2 2 a tan 


1 + m 2 


= 2o_tan^ = 2a (senfl) 2 /(cose) 2 , 

I + tan 2 e sec 2 e Thñ¿0 20 ^ 0 


b. Considerado las ecuaciones paramétricas, tenemos: 

y = 2a sen 2 e => sen 2 e= => _J_= 1± 

2o sen 2 e y 

De la otra ecuación, x = 2a cot 0 , se tiene: 


z 2 = 4n 2 ^ = 4a 2 =4 4_L . jW* \ 

sen 2 e sen 2 e Isen 2 ’J ^ [J ~ ’J 

x 2 y = 4a 2 (2fl->i) 


= 4a 


.2 2a 


^BLEMaTI Ecuaciones paramétricas de la Cisolde de Diocles 

radio 3 ^y S d ,dCde D,ocles es ,a curva <* uc se define así: Tomamos la circunferencia de 
punto donr^ CCntr ° Consideremos una recta que pasa por el origen O. Sea B el 
con C eSía FeCta C0Ita 3 ,a recta vertícaI y = 2fl Sea A eí P unt0 donde la recta 
^•soide d' ,a C ' rCUnferenc ’ a * Sea p P unt0 de la recta OB tal que |OP| = jAB|. La 
recta OA L D ‘ 0cles es ,a curv a formada por los puntos P que se obtienen al girar la 
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Capítulo 6. 



a. Deducir que esta curva tiene por ecuaciones paramétricas 

Í x = 2a sen 2 0 - 

, - n < O < n 

y *= 2a sen 2 0 tan 0 

b. Probar que la ecuación cartesiana de la cisoide es 
y*(2a-x) = x 3 

Solución 

Sea 6 el ángulo de inclinación de la recta OB. Luego, 
la ecuación de OB es 

y = mx, donde m = tan 0 

El punto B, por estar en la recta vertical, su abscisa es x = 2 a 
estar en la recta OB, es ’ y u 0rde nada, 

y = mx= 2am=> B= (2a, 2am) 

La ecuación cartesiana de la circunferencia es 
(x-a) 2 + y 2 = a 2 

El punto A, por estar en Ja recta OB, debemos tener que A = ( x 
en la circunferencia, estas coordenadas deben satisfacer su ecuación- ^ ** P ° r estar 

(x-aY + (mxf=o l II. =>¿+ mV= 2a* =>* 2 (l + m 2 ) = 2at ^ 

x{\ + m 2 )= 2a =>x = -2f— =$ \ = f 2(2 2am 

1+/W 2 ll+w 2 ' 1-4-»» 2 i 
Ahora, de (1) y ( 2 ): m ' 


Por 


M ' / ¡f^J ■ ^=L 

Por estar P en la recta OB, se tiene que P = (,, w) y V l+m 

l op l = fS+im? = x J~l 2 +m 2 

Luego, 

|OP| = |AB| => = 2am 2 

2 'Jt+m 2 

v ' +tme -A 2=W * 

^'^ = m(2 a sen 2 í?) = (2 flsen 2,x , 

Considerado las ecn sen ^tan # 

r-J. «»»»: 

=>.P=*tan «9, Luego, 
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5£üíf. » J 2osen J e 

cos’0 

X _ X 7 

2 a-2a sen 2 O 2a-x ^ ^(^-xj-x 3 



j x = 3/ - 2, y = 6/ + 4, -oo < r < oo 
3 >x = 1 +Z 2 , y= 2-t,-co<í<oo 
5 _ x = / 2 -l,y = / 2 +l,-oo</<oo 

I . x-1+ \ít, y-t-\lt , go</<0</<oo 

9. x = i* - 1, y-t 2 - 1, -^o < / < oo 

II. x = 2 eos /, y = 2 sen /, -tc/2 < / < ti/ 2 
13. x = -2 + eos /, y = 1 + 2 sen /, O < t < 2n 
15. x = 3 sen 2 /, y = 2 eos 2 /, O < / < 71/2 


4.x 3 ~* /» y < 2 +1, -qoc/< qo 
6 - * = osk® 

x ~y~?, -=o<r<« 

10. I = r 2 -2,>. = ( *-4 í r > 

12.x = 2 cosí, y =3 sen/, O ít£2jr 
14. * = eos 2f, >> = sen /, -n/2 < t £jd2 
16. * = tan /, y = sec /, -a/2 £ / <n /2 


17. i - 3 cosh I, y = 2 senh /, -co< / < co 18. 1 tcos 2 /, y = cos»,0</£ a 

10 ,= 21 - l ~> 2 

j _^2 ’ ^ ¡ + ^ 2 ’ 00< ^ <QO • *Sug. Elevar al cuadrado y sumar. 

20. t = e H , y = e' + 1, -oo</<oo 21.x = ^' + e- , , y = e'- e -',-«<,<» 

£// /os problemas del 22 al 32, hallar las ecuaciones paramétricas de las curva. 
22. Recorre la gráfica de y = .* 2 -2x-l desde (0,-1) hasta (3,2). 

. Rpta. x*f, y = l*-2/-l, 0S/£3 

Recorre la gráfica de * =/->-+ I desde (-5, -2) hasta (7,2). 

24 - Rpta. x =í 3 -/+!,>-*/, -2S/£2 

• c ‘ segmento de recta desde (0,-I) hasta (4,3). 

25 p, Rpta x = t,y = -l+t, 0St<4 

■ Cl segmento de recta desde (2,3) hasta (-2,1). 

Rpta. x */,y = 2 + //2, -2<*t<2 
















26. Se enrolla una vez en la circunferencia x 2 + (y + 1 ) 2 & • 

“n sentin 

con punto inicial (1,-1). a ° aritít, 

x = eos /, ^ = -1 + sen /, o<,^ N 

27. Se enrolla una vez en la circunferencia (x - I) + .y 2 = ] en 

punto inicia) (2,0). en " d ° 

* = 1 + eos t,y = - sen t y 0^ tS2n 



h0l »TÍ0 


C «n 


Punto 


ini cia| 


28. Se enrolla una vez en la elipse 9x + 4v - 36 en sentido horario 
( 2 , 0). Con 
Rpta. x = 2 eos t,y — — 3 sen t, 0^ t ^ 2n 

29. Recorre la rama donde x > 0 de la hipérbola jc 2 - 9y 2 = o Pn i . 

creciente. direc ció nde 

Rpta. x =3 sec/, >>= tan /, -tt/2 ZtZn/2 

30. Recorre la rama donde x < 0 de la hipérbola x 2 — 9y 2 = g Pn i 

creciente. U d,r ección de y 

Rpta. x = 3 sec /, > = tan i, n/2<t< 3^2 

31. Recorre la rama donde v > 0 de la hipérbola 9.x 2 - 4v 2 = „ 1 

creciente. 0 en la dirección de, 

Rpta. x =3 tan t, y = 2 sec/, -it/2St¿n/2 

32. Recone la gráfica dey=jr* desde (-1,-1) hasta (2, 8). 

Rp/a. x = t, p = / 3 i _i <,<2 

33. Probar que x — a - v = t* ^ 

1 + r '' 1+/ 2 >“ 00< ' <a) parametrizan a la elipse 

7 + fr =1 

34. Probar que las ecuaciones z = fl ílll „ = , 2 1 

t 2 -\' y ¡T7J Parametrizan a la hipérbola 

r 2 2 

i.¿ 8 , 

35. Si un proyectil es lan d^ ^ 





C*P’ 


, (mío 
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_ Probar que el proyectil golpea al transcurrir / = 2v o se " or 
b. segundos. 

Sug- Resolver y = 0. 

C. probar que la distancia horizontal recorrida por proyectil es x = ¿ sen 2 a 

g 

a. Probar que la máxima altura alcanzada por el proyectil es >rax = V 1 «n 2 « 
e. Probar que distancia horizontal recorrida por proyectil es máxima si a= n/4 

Sug. Derivar x = sen 2 a respecto a a. 

36 (La hipocicloide). Una circunferencia de radio b rueda, sin resh.i, a 
una circunferencia de rad.o a, donde a > b. Se llama hipockloide a ta < ~ 

de un punto fijo P de la circunferencia que rueda. Si el ü^tro de la circ f * 
fija está en origen, el centro de la circunferencia que rueda es C el puntó P^Tx 
y) inicia su recorrido en el punto A = (a, 0) y si d es el ámm’lr. aV a a ’ 
que las coordenadas de P= (*, y), o sea ,a h.pocclmd ' ^ Zs^Z 
siguientes ecuaciones parametncas: Y ^ 

' x- {a-b) eos 9 +b cos((a-6)/b)0 
y = (fl-b)sen 9 + b sen((a-6)/b)0 

Sug. Seguir los siguientes pasos: 

i. Arco AB = Arco BP => a6= bfi 

ii. x = (a-b)cos 9 + b cos(/?-0) 

iii. y = (a-b)sen 9 + b sen(/?-0) 

Se prueba que si a/b = n, un natura], la circunferencia pequeña rueda n veces y 
la hipocicloide tiene n cúspides. Si a*b es irracional, la circunferencia pequeña 
rueda infinitas veces y la hipocicloide tiene infinitas cúspides. 

37. (La astroide). Si en las ecuaciones de la hipocicloide. en el problema anterioi 
consideramos el caso particular en el que a = 4b, se tiene: Y 



( 1 ) 


í x = 3 b eos 9 + b eos 30 
\ y = 3b sen 9 + b sen 30 
a - Probar que las ecuaciones (1) son equivalentes 

a las ecuaciones j * ° C0S ^ & (2) 

(.v = a sen ? 0 

b. Probar que la ecuación cartesiana de las 
ecuaciones anteriores es x 2/3 + y 3 - a 2 ^, 
que es la ecuación de la astroide. En consecuencia, la astroide es \ 
hipocicloide de 4 cúspides y es descrita por las ecuaciones paramétricas (J 


















Cur vaa 


38. (La epicicloide). Una circunferencia de radio A rueda 

circunferencia de radio o, donde a>b. Se llama epiciclo!!! rcsba| ar, fll 
punto fijo P de la circunferencia que rueda. Si el centro , e a ,a tray«-f r ° d c . 
esta en origen, el centro de la circunferencia que rueda e/r* circu nf¿ 0 r H^ 
inicia su recorrido en el punto A = (a, 0) y si 0 es el ám>, i ’ Cl Punt o fij! 
las coordenadas de P= (*,y), o sea la epicicloide, están dJ° A ° c > den 

■ por,as ^ c ;:^ 



ecuaciones paramétricas: 



jx = (a+b)eos 9 +b cos(( a + b)/b )0 

[ y * (« + b ) sen e + b sen ((a + 


«Swg. Seguir los siguientes pasos: 

i. Arco AB = Arco BP => ¿ 70 = 

.y = (¿7+ó)sen 9 - b sen(ar) 

iii. a= 7t- (J3+ Q) 



Epicicloide o, 


:= ( a + b) 


d# 3 cúipi^, 

COS 0 + ¿ eos (o) 


SECCION 6.2 


PENDIENTE V CONCAVIDAD DE CURVAS 

parametricas 


Buscamos la forma d* u»i\ , 

definida por ecuaciones paramétricL P I¡ 1 n d t ,en,e ^ laS reCtaS ,an 8 entes 

_ ' c as. sm tener que eliminar el parámetro. 

Forma p.rimétrica de |. derivad» 


a una curva 


Sea la 


curva C 



l y = ¡ 


Demostración 


= /(0 

_=*(,) >" s ¿ b, 

donde ■« funciones / v „ « nn a c . 
continuas y. Entonele u 7 f- SOn d,íeren ciables con derivadas 
‘enees la pendiente de C en el punto (x. y) es 

¿ü = »/* g'(t) 

J dx/dt 7^' SI f'(0*0 


dx 


- F(x) la ecuación cartesiana de la curva , . 
se» y hk . con derivada continua. Reemplazan^ metnCa ’ donde F “ Umb,CT ’ 
¿> {eren Mn cartesiana tenemos: eemp,a2and ° ha ecuaciones paramétricas en 

c* ,aecua «(<)-/V(0) 

aplicando la regla de la cadena: 

g'( 0 - F 

¡ando F'(x): 


*' w " F ' V ( 0)/(0 - 


pespej 


f"(x) = 7^7 > ° bien . c °" >» notación de Leibniz. ^ = ± 1 * 
' ’ dx dt/di 


Si ^ « 
b dx 

teorema, obtenemos la segunda derivada: 


SEGUNDA DERIVADA 


diferenciare, entonces reemplazando voor^ r . , , 
F o^uuo y por — en la formula del 

nos la segunda derivada: 

d\dy\ d j V(Q ~| 

¿L UlL 4aoJ _ /'(‘te"(»- rovtrt 

(/■(O) 5 


rfV = _ 

¿x 2 dx/dt /'(O 


[ejemplo l.| Sea C: j ^,-ao<t<oo 


x = r - 9t 


a. Probar que C se intersecta en el punto (0,10) 

b. Hallar las dos restas tangentes a C en el punto (0,10) 

c. Hallar los puntos de C donde las tangentes son horizontales 

d. Hallar los puntos de C donde las tangentes son verticales 


Solución 


a. ,x = 0=> r 3 -9t = 0=> f(r I -9) = 0=>t = 0,t = 3. » = -3 

l = 0=>(x,y) = (0,-8). » = 3 =>(*,>-) = (0,10). / = -3 =S(*,>-) = (0.10). 

Vemos que el punto (0, 10' es alcanzados dos veces, con t = 3 y t = -3. 

4t 4> 4 t 

3í J -9 3(í J -3) 3 /*-3 


b,L <tyjdl 

dx dx/dt 


Para t = 3, — 

dx 


3 3 J -3 


L,: >.-10= 


-. Luego, 

3 

L,: 3y - 2x - 30 = 0 






























w 


414 


Capitulo 6. Curvo» p a 


Para t = -3, 


dyl 4-3 2 . 

á.., - 



L 2 : y-10 = -jx => L,: 3y + 2x - 30 = 0 


c. Una tangente es horizontal si su pendiente es m = 0. 

^ =0 => ~/j=0 => / = <)=>(*..><) = (0,-8). 

Luego, (0, -8) es el único punto de C en donde la tangente es horizont | 
A ^ dy dy/dt _ 

d. Como — = —, una recta tangente C es vertical cuando a ± 

sucede cuando, — = 0 y — * 0. 

dt dx 

dx 


dr 0=>3^-9^0^^3=>^±r3 
=± 4 yi*o 


^=4r=> dy 

dx 


d*! i - ±/í 

Para r = - VT, el punto de C es (óVT, -2) 
Para /= 71, el pumo de C es (- óTT, -2) 


[ej emplo 2 j En la curva del ejemplo anterior, C: { * = ~ 9í 


a. Hallar ÓL 

dx 2 

b. Hallar los intervalos de donde la 



fOo.10) 

L y x 



(o. -«7J 


.. í x = / 3 -9/ 


OO 

1 

<N 

<N 

II 

-°0 </ <00 


curva es cóncava hacia arriba y 


—nacía aoajo, 

Solución *' Ha " ar ' 0S pun,os de ¡"flexión. 

.. ^ = M, í[ j?zj] 4 ¿[V-1 tzmzim 

A */* ~^r Á= ±¿¡£¿ 1 .* (Jlz 2 ¿ 


ui¿3 r ; +3 3 ^ 9 

(' + /3) (r-/I) 3 


t 2 - 3 
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d 2 y 

b. En d? 


4 t 2 ->-3 d i 

9 (í + /3) 3 (/ ->/1) 3 VCm ° S qUC no se anula nin gú n 


punto y q ue no existe 60 í=s_ ^ í*V 3 

Sig^ de ÍntCTVal< » ^ ). (- 71 .71 ) y ( 71 . ») 



c es cóncava hacia abajo en los intervalos (-00,- V~3 ) y ( VT , oo) 
C es cóncava hacia arriba en el intervalo (- VT , VT ). 


C. Vemos que hay cambios de concavidad cuando t = -71 y t = 71 cuyos puntos 

correspondientes en C son (671, -2) y (-671,-2). Luego, estos son los 
puntos de concavidad de C. 


PROBLEMAS RESUELTOS 6.2 


PROBLEMA n Sea la C : 


x =e‘cost _5;r < l£ 

y = e'sen r 8 8 


a. Hallar la recta tangente a la curva C en el punto donde t = tt/2 

b. Hallar los puntos de C donde las rectas tangentes horizontales 

c. Hallar los puntos de C donde las rectas tangentes verticales. 


d. Hallar 


dx 2 


Solución 

a * Tenemos que: 

dy t • 

'dt =Se sen ' + <?*cos t - e f (sen / + cos /), = e eos t - e sen t - e (eos t - sen 






























■ 
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Capítulo 6. Curvj 


’as P a 


dy _ dy/dt _ g r (sen t + cos t) = eos t + sen t 
dx dx/dt e' (eos / -sen f) cos/-senf 

el punto de tangencia es 

P,= costil, sen rt/2) = (0, e” /2 ). 

La pendiente es: 

_ dy\ _ eos ;r/2+sen n ¡2 = 0+¿ = _ ¡ 
W = ^t.,/ 2 " eos nri-sennñ 0-1 

Luego, la recta tangente buscada es 

~ idl 

y-e^ 2 — —l(x — 0) => y + x = e 
b. Las tangentes horizontales tiene pendiente 0. Esto es, 


^ =0 _ > eos sen t = ^ . 


eos t - -sen t - 




dx sen t - eos / 

Sólo tenemos una tangente horizontal y el punto de tangencia es 

P 2 = (e _7l/4 eos (—7 ü/ 4), e - *' 4 sen (—7t/4)) = (e y¡2 / 2 , - e 71/4 >/2 / 2 ) 

c. Una recta es una tangente vertical cuando su pendiente es m = ± oo. En nuestro 
caso, esto sucede cuando 


;r 

7 


sen / - eos / = 0 sen t = eos / tan / = 1 

Sólo tenemos una tangente vertical y el punto de tangencia es 

id A 


P 3 = (e* 74 eos (7t/4), e* 74 sen (7^4)) = (<g 71/4 yfc/2, e° A yÍ2/2) 


d 

4f 


eos f+sen / 

2 


a. * -* 


dt 

.eos t- sen / 

(eos/-sen/) 2 

2 


dx ¿ 


dx/dt 


dx/dt 


e l (eos / - sen /) g' (eos / - sen t) 


_ PROBLEMAS PROPUESTOS 6.2 _ 

,aí n en,la T ,°a blemm , de ! ' 6 ha “ ar: * d * /áx *• La ecuación de la reda 

tangente a la curva dada en el punto Indicado. 


x = r 


y m r 


/= i 


Rpta. a. —= — 
dx 3/ 


b. 3y - x - 2 = 0 


■C 


= 2 _ 3 C 0 SÍ) . t-~T~ *P<° b. 9y + x + tb/3 -9 = 0 

= 1 + 2 sen 0 3 ox 3 

dx sen t -1 eos r 


•*=' sení . í=^- 
^ í eos f 2 

íx= 4cos ’' . /=- 

= 4 sen 3 < 4 


dy 

Rpta. a.—= - tan t b.yf x- 2y¡2 = Q 

ax 


I y = SV» 

t r lns ountos de la siguiente curva en los cuales las rectas tangentes son 
perpendiculares a la recta 9y + x + 18 = 0. 

v [ x = t +1 

C: W-*' 


f —00 < t <<X> 


Kpta. (3,2) y (-1,-2). 


ly = r — 

de Lissajous siguiente cruza dos veces el ongen. Hallar las dos rectas Lt 
8 ‘ yunque son tangentes a esta curva en el origen. ^ 


[ x = sen / 


, 0 < t < 2 tt 



yy = sen 2/ 

Rpta. L,:y = 2x. L 2 :y = -2x. 

En los problemas del 9 al 13 hallar: 

a. Los puntos el la gráfica donde la recta tangente es hori-ontaL 

b. Los puntos el la gráfica donde la recta tangente es verñcaL 

* = 3 ' 2 .«<,<00 Rpta. ..(12,-16).02,»6) b ‘( 0 ’ 0) 

L y = í 3 -12 1 ' 


9. 


10 . 


í* " ' 5 3 ' -oo < r < oo Rpta. a. (0,0) *>• ^ _2 ’ 1)1 ^ ^ 

y = P ' 


11 • I *' =2 ' C0S ' . 0 S t < 2 * Rpta. »• (- V2 . 2). ( ■ ^^' 2V { ~ ^ ^ 

b.(-2,0). (2,0) 




























fx-sec& Q< e<ln Rpta»- No exis.en b. (-1,0), (!, 0) 
,2 '[^ = tan ^ ’ 

= eos 0+9 sen 6 g¿e¿ lln 
y = sen 0—0 eos 8 4 

Rpta. a. (1,0), H. *).0.-2^ 

b. («a, 1), (-3V2, -1), (Sn/2, 1) 

■; a. éy/<b? b. Los 


13 -{. 



En I,os problemas del Id a! 17 hallar: a <?y/dx b. Los valore, ie , 
parámetro para los cuales la curva es cóncava haca arnba. c Los valore s „ 
parámetro para los cuales la curva es cóncava haca abajo, d. Los p unlos * 



b. 0 < 6 <— v n < a n . 2 n r- 

3 y J <0< ~r «• — <6< — d. (±2/73,3/2) 



17. C: x =e ' cos ' _5£ 5* ¿2. 

ly = e'senr ’ 8 R P ta a - ' 


0x2 e' (eos /-sen/) 3 

r < / < 2. d. P, = (e M j 2 / 2 ,e M j 2 / 2 ) 


b.-!l^.- n n 


Vw el gráfico en «I problema resuelto I. 
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SECCION 6.3 

LONGITUDES, AREAS, VOLUMENES 

Y CURVAS PARAMETRICAS 
AREA BAJO UNA CURVA PARAMETR1CA 

Area bajo una curva paramétrica 

La curca paramétrica C : I* ~ < n 

\y = g(0 " 1 * P es tal que: 

1. /tiene derivada continua en [a, 0 \. 

2. /es monótona (creciente o decreciente) en [a, fJ\. 

3. g(0 > 0 V te [a, p\. 

ct = p Entonces el área bajo la curva C es 


a b x 

/ creciente 


r f = a 


r = /?f 


-4= | g(l)f'(t)dt,siAd)<J[fi). (1) 


a = -\ «(/)/'(«) di,aM>m (2) 


a b x 

/ decreciente 
Demostración 

Ver el problema resuelto 5. 


[EJEMPLO 1.] Hallar el área bajo un arco de la cicloide y mostrar que ésta es 3 
veces el área del circulo que al rodar genera la cicloide. 

x =r(9- sen<?) 
y - r(l - eos 0 ) 

Solución 
Tenemos que: 

X= A0) = r (0 - sen G) , « = 0, /?= 2* /<*) = 0 < 2ttr =M . 

Luego, de acuerdo a la fórmula (3): 



0 _ x 
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Capitulo 6. Curva, p. 


ra mé| 


tr ‘ca a 


/ P ^2k 

g(>V(0 dt= J r(l -eos 8 ) r(l -eos 8 ) d& 


r 2 i (I - 2cos 8+eos 2 #) dd 

Jo 


= sf o ^l-2eos(9 + i[l + cos a6) ^ dg 


2cos 0 + “Cos (20) 


ij dd = tfj8- 


2sen 0 + -sen 26 


-'■/.Ir 

=r^|(2;r)-2(0)-l~(O)j -^^|(0)-2(0)+^(0)j = 3«-r 2 

El área del círculo que es nr~. Luego, el área bajo un arco de la cicloide es 3 
el área de este círculo. 


veces 


¿SABIAS QUE . .. 



El problema anterior es conocido como el teorema de 
Torricelli. Este problema, que ahora es un simple ejercicio para 
un estudiante de Cálculo, fue un desafio de gran calibre para los 
matemáticos de principios del siglo XVII. El primero en 
afrontarlo, y sin éxito, fue Galileo Galilei. El problema fue 
resuelto independientemente por el matemático francés Gilíes 
Personne de Roben’al (I.602-I.675) en 1.634 y por fisico¬ 
matemático italiano Evagelista Torricelli (1.608-1 647) 
(inventor del barómetro) en 1.644. Hubo una fuerte disputa. 
Roberval acusó a Torricelli de haberle robado su resultado. 



Evangelista Torricelli 


AREA DE UNA REGION ACOTADA POR UNA CURVA 
PARAMETRICA CERRADA 

resultado, conoddcf como' 1 To " ^ de mlegrales dobles . tenemos un importante 

Fundamental del Cálculo Um * ^ Grccn> el cuaI generaliza el Teorema 
siguiente teorema cuya demos. COnSec . uencia ‘"mediata del Teorema de Oreen es el 
ema, cuya demostracon la posponemos hasta el momento oportuno. 

Area de una región encerrada por una curva paramétrica 


La curca paramétrica C : j* 

ly=g(o 


I 

, a < t <, p es tal que: 


1. Las funciones * -Jft y = m t¡ene der¡vas cQ 


Curvas Paramétricas 

dP ítU '° 
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2. Los puntos inicial y final coinciden. Esto es, 

3. La curva no se intercepta, excepto en los puntos inicial y final. 
Si la curva se orienta en sentido horario, entonces 

A= \ a 8(< V <0 * =_ j /«)«(<) * (3) 

Si la curva se orienta en sentido antihorario, entonces 

4 = J g(t)f(t)dt= | /U)g'(t) dt (4) 



Busquemos los valores del parámetro 
correspondientes al punto donde la curva se corta. 


y = 0 => r 3 -3Z = 0 => Z(Z* -3) = 0 => t = -V~3 , Z = 0, Z = V1 
El punto correspondiente a Z = - V"3 es (9,0), a Z = 0 es (0,0) ya z = VI es (9,0). 
El lazo se obtiene haciendo recorrer el parámetro el intervalo -V~3 ^t<>^3 • 


Luego, aplicando la fórmula (4): 


A = 


= -6 



g(t)f'(t)dt = - 


r fi a ? 

f (, 3 -30( 6 0 <* = -6 1 

J -fs J -^ 






LONGITUD DE UNA CURVA PARAMETRICA 

El siguiente teorema nos proporciona la fórmula para hallar la “ 

curva dada mediante ecuaciones paramétricas. U demostración sigue los mismos 
Pasos que para el caso conocido de la longitud del gráfico e una ci 
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Capítulo 6. Curv* g p 


r una curva pimnnrici 


[ TEOREMA 6.71 Longitud de 

íx »f (0 

Sl Cj 

derivadas conrinuas y C es trazado exactamente . 

^ desde a hasta /?. entonces la Ir»»,»... . . Un a 


o £ t £ es tal que y* 

derivaos «"•»»— j - —-'"'«lamente 

cuando / crece desde a hasta /?, entonces la longitud de q Vc * 


S *'/(í) *(f j 

*■/> 

| EJEMPLO 3. | Hallar la longitud de un arco de la cicloide y mostrar q u 

longitud es cuatro veces el diámetro de la circunferencia que g^a^ 


Solución 


{: 


x = r(0-sentf) 

V . osos2n 

y = r(l-cos 6 ) 



2«r x 


/o ^ U (í) ) + (? Wl M V (r(l-eos &)) 2 3 4 +(r sen 9) 1 dd 

'C í de 

2(1, ]. 8r 

veces el 'diámetro* 6 '* CÍKUnf *°*» « 2r. Luego la longitud del aren anterinr es 4 
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**» DF 

Macemos girar una curva paramétnca C alrededor a* 
ndo los pasos que se tomaron para hallar el área rU ¿ Un de revoluc,ón 
Sí| c! siguiente teorema. * ** * una s ^cie de revolución 

. * 

»— u ™v. 

1. Si el eje de revolución es d e)e X y ii y — g(r)20, entonce» 

2. Si el eje de revolución es el eje Y y s. x =/,) 2 0 , entonces 


A - 2n 




[OBSERVACION. 1 Los dos resultados anteriores se generalizan rápidamente a las 

siguientes fórmulas: 

3. Si el eje de revolución es una recta horizontal y = k, entonces 

4. Si el eje de revolución es una recta vertical x * entonces 

Estas cuatro fórmulas, para recordarlas con facilidad, se escriben simplemente a¡ 
A 
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[BEmpE 3 «. * I. .‘i”*' * *» „ 

1 -- cicloide u 0c 


cicloide 

¡x - r(^-sen 0) q¿0£2tt 


.^rr^l-COS 6 ) 

al girar alrededor del eje X. 


Solución 

Tenemos que: 



+ ( ±.) 2 = (r(l - eos 0)) 2 + ( r sen d f- r ‘~ 2r * cos 8 + r2 (sen 2 0+ COs ¡ 

/ e^( 

= 2r* -Ir cos 6 O - =os 6) = 2r 2 [ 2 sen JJ = v(sen £j 


„ (9 

= 2rsen — 
2 


Luego 
A 


=2n C y IWW‘ is=2n 1 r(i_cos ff ( 2r sen £H 

= 4;r^ J (l-cos0)^sen jjrf^=47C/^ J* |^2sen 2 ^sen d6 


= 8tt r 


= 1671, 


í.”’"" (-1) 


J sen 3 £ </0= ]6ji r 2 J sen’tí* 

2 J # (señasen /dr - 16* r 2 J "(l-cos 2 ()sen í 


dt 


- 167t r | -cosz+i-cos 3 / 


T nr 

o d 


cicloide * 3 su P cr ® c * c revolución generada por el arco de 


= r (0-sen 0) 

> , = ''(l-cos^) ' 2^- 

al orar alrededor de la recta ^ = 


^2. 



lnr X 



VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION GENERADO 
POR UNA CURVA PARAMETRICA 

Las distintas fórmulas conocidas para encontrar el volumen de un sólido de 
revolución para el caso de funciones cartesianas, como las del método del disco y 
las del método de los tubos cilindricos, se adaptan fácilmente para el caso en que 
las regiones que giran sean generadas por curvas paramétricas. Los siguientes 
ejemplos nos muestran esta situación. 

[EJEMPLO 6.1 Hallar el volumen del sólido de revolución generado por la región 
encerrada por el eje X y el arco de la cicloide 
.x = r(0-sen0) q<0 <2 x, 

y = r(l-cos 0 ) 
al girar alrededor de: 
a. El eje X 


b. El eje Y 
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Capítulo 6. Curvas 


aran ’«tTi c 



fl Usando el método del disco y teniendo en cuenta que 

. Y 

de = < 7(1 -eos 0) d0 y 
dd 

x = 0=* 0=0, x = 2nr=> 0=27T, 

se tiene: 

r 2írr C 1 * \2 / 

V = n J (radio) 2 dx -jt J (r(\-sen 0) (r(l- eos 0) dO 

= xr 3 f (1 -sen é>) 2 (l-cos 0) d8 = 3*r 3 

Jo 

b. Usando el método de los tubos cilindricos y teniendo 
en cuenta que 

dx = — d0 = a{\ - eos 0) d0 , 

x = 0 => 0= 0, x = 2n r=> 0= 2x, 
se tiene 

/•2ar p2*r 

2;rJ (altura)(radio)¿fr = 2/r J 

= 2n r(l -eos 0) r(0-se n 0) r(l -eos 0) d0 

Jo 

= r 2 * 

2nr 3 (j - eos 8? (6- sen 8) dd = 6n V 
•10 




Solución 


y=/ 3 -3r 


Hallemos los valores t, v / , *, 

' d pumo donde la curva se * qUe n ° S 
Se debe cumplir q Ue: 
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(x(/,). “ ( x 0i\yih)) 



Tomamos la ecuación (2): 


t\ -3/, = -3/2 => '? l = 3í . - 3í 2 => (í, —/!)(<? +/,< 2 +r 2 ) = 3(|, -r 2 ) 

=> <, 2 +í|í 2 +í| = 3 (4) 


Reemplazando (3) en (4): 

/? +/.(l- í l)+( 1 - í i) í = 3 => /?-/|-2 = 0=> í, = -1 ó í, = 2 
Teniendo en cuenta (3) obtenemos que ó /j=-l y / 2 =2 
Ahora aplicamos la fórmula 3 del teorema 6.3 con a = -1 y P = 2: 
r P r 2 r 2 

¿ = J g(t]f‘(t)dt = J (/ 3 »3/)(l-2/)<*= J (-2/ 4 +í 3 +6< 2 -‘it^dt 


21 


5 ,4 


3 r 


-To 


81 






[P ROBLEMA 2. 1 Hallar el área de la región encerrada por el lazo de la hoja de 
Descartes: 


C: 


3 Qt 

X l + / 3 
3a/ 2 ' 

y= TT7 


a>0 


Solución 





















428 


Capítulo 6. Curv, 


* s í>a. 



1 - 2 1 3 = 3 - 2u, du = 3í 2 dt. Además. / = 0 => u = 1 / 


-+ 00 => u 


Luego, 

A 


-■* qo 


i. + I 

2« 2 u 


~ w ¡, í?-?)*- 3 / - 

=-3a 2 [-0 + 0] +3a 2 ["| +2 j = | a 2 

¿SABIAS QUE... 

/o c "™ 

* hoja ofottum de Desea,es ^ “ «*» C,<rva « & dio el nombre 



SI?2ÍtÍMAX] Hallar la longitud del lazo de la 


curva 


C: 


Solución 

El lazo se obtiene 

•P 

L~ 


x = 3t 2 
y = t } -3 1 



recorrerrel intervalo -VlstS^I. 



Luego, 





6 Cu rvas Paramétricas 
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\2s¡~3 


roíÍTBtÉMÁJJ Longitud de un segmento de la tractriz 
f ’2 -Hallar la longitud de la porción de la tractriz 


x = a(cosf + ln(tant/2)) 

y = a sen t a>0> * /6í '*5^/6 


Solución 

Tenemos que: 

*- Á-. 

di l 


sen t + 
= a\ -sen t + 


(1/2) sec ¿ (//2) 


tan t! 2 
1 


2 sen (t/2) eos (f/2) 
1 


:) 


f 1 ^ cos 2 f 

= a\ -sen t +- = a - 

sen / / sen t 



— = a eos/ 


f) {fl *(«-')’-jH"-l«<'l 


Luego, 


f KÍ2 r 

53T/6 

L = a I 1 cot t 1 dt + a 1 

I cot 

J *76 J 

xfl 

= a[ln|senr| ]* * -a[ln 

|senr| ; 


1 


[ PROBLEMA 5.1 Area de la seudoesfera 

Se llama seudoesfera a la superficie de 
revolución generada por la tractriz 

C= x “ a (cos t + ln(tan t/2)) 


y * « sen t 
al girar alrededor del eje X. 


a> 0, 0<t</r 



Probar 


9ue el área de la seudoesfera es A - 4*a 
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Capítulo 6 . 


’* ^rva. 



Solución 

En el problema anterior se obtuvo que 


=a cot t 


ííH?) 

Luego, considerando que la tractriz es simétrica respecto al eje X, 


A =2 Lim 2n 
p-*x 


= 4m l Lim 


rP 2 . [ P 

I sin / cot t dt = 4m Lim I eos t dt 

J n!2 J n!7 


P-*X~ J ir/2 P->X~ J n !2 

lP 


= 4na 2 Lim [-sen / ] = W Lim [-sen p + 1 ] = 4;ra 2 [- sen - , n 

L Jjr/2 1 *J' 


w 


I OBSERVACION. | El área de una esfera de radio r = a también es ána 1 


^PROBLEMA 6 .] Volumen de la Seudoesfera 
Solución 

El sólido encerrado por la seudoesfera se 
obtiene al girar, alrededor del eje X, la región 
encerrada por la tractriz y el eje X. 

Del problema 4, sabemos: ~ = a cos2/ 
d sen t 

De donde, dx - a^í-dt 

Ah Sen/ 

a, tomando en cuenta que la tractriz es simétrica respecto al eje V, tenemos: 





-2zr Lim f i ü 


P~*ir~[3 


sen t 


~dt 


senr ) 2 a 


sen 

= 2 


í ^ I Lim f eos 2 (-sen t dt) 

J J na 


3 Lim [eos 3 /? - O 3 ] = — l na 3 [eos 3 *] 



6 Cu rvas Paramétricas 
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r ¿jS 0 SSsHD « ''"'«me» de uno esfera de radia r = o es i no 3 , el doble 
del de una seudoesfera. 


Uno de ^ * - y , ... . r _ ” ~ 7 " -'"*•""**** jue ia publicación de 

, , Elementos, en el siglo 111 A. C. En esta obra. Euclides presenta la Geometría 
riendo el método axiomático. El postulado 5. conocido como el postulado de 
'" alelas de Euclides. sostiene que: 

Por todo exterior a una recta pasa una y sólo una paralela. 

Desde aquella época, muchos matemáticos sostuvieron que esta proposición no es 
postulado sino un teorema. Es decir, el postulado de las paralelas podría ser 
demostrado a partir de los otros. Hallar esta demostración fue un desafio que duró 
más de 2.000 años. 

1.830, el matemático ruso Nicolái Ivánovich 


¿SABIAS QUE... 

de los g^des hitos en la historia de la Matemática fue la publicación de 

nvy p! Sl&lO III A. C. estfl nf\rn __ _ 


los 


En 1 830, ei matemático ruso 
lobachevsky (1.792-1.856) publicó un trabajo en 

desarrolla una nueva geometría cambiando el quinto ¡ - 

por este otro: 

Por todo punto exterior a una recta pasan más de una 
(infinitas) paralela. 

Con este trabajo nace una de las geometrías no euclidiana, 
llamada la Geometría Hiperbólica. 

La Geometría Hiperbólica se modela en la 
seudoesfera. Algunos teoremas de ¡a Geometría 
Euclidiana no se cumplen esta nueva geometría 
(los que se derivan del 5 o postulado). Asi, en ¡a 
Geometría Hiperbólica, la suma de los tres 
ángulos de un triángulo es menor que 180°. 


Al 


N. L Lotachcvtky 



[P ROBLEMA 7. | 


Solución 

Uñemos que: 


Hallar área de la superficie de revolución generada, al girar 
alrededor del eje X, la curva Y 

x = 2a eos t - a eos 2t 


y - 2a sen t - a sen 2t 


,0 <t<n 
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. lt \ !¡L m 2a(cos t - eos 2 /) 

= 2 úr(-sen t + sen 2 /;, ^ 


= 2ay¡2- 2 sen / sen 2 / - 2 cos / coT? 

- 2 a yj~2^-2sen t (2 sen / eos /)- 2 ^¡ 7 (^¡^ 
= 2 fl >¡2-2 sen 2 / eos /- 2 cos / eos 2 / 

= 2 fl J2-2 eos / (sen 2 t + eos 2 /) 


- 2 a42-2 eos / 


Luego 


= 2 /2 a V 1 - eos / 

Á=2n[ (2a sen t - o sen 2t){l>Í2 V 1 - eos / ) dt 

i o 

= 2n I (2a sen t -2a sen / eos /)(2%/~2 a>J 1 - eos / j d/ 

J o 

= %>Í2na 2 I sen /(l - eos /)V 1-cos / dt 

i 0 


= 872* 


- üyTina 1 ^ 


2 í (1 -eos/) 3 2 (sen t df) 

J o 

[ 1 ( 1 -»,)"]' ] -f,S 


^ÜI]P r0 ba,el 


teorema 6.2 
^ curca Paramétrica C : 


x = /(/) 

y=g(r) - estalque: 
••/tiene derivada continua en [a, p\. 

f s monótona (creciente o decreciente) en [a, P\- 
1 8W¿0 V re [a >y q. 


o? 1 


iwl» 


6 Curv» 9 






Entonces el área bajo la curva C es 


^ | ,sl /lo)</03). (3) 

Sol“ ci6n , 

, la función /continua y monótona, la imagen del intervalo la, fll mediante 
p ° r S t^rvalo de la forma [a, 6 ]. Esto es, 
t es otro ínter ™ 1 

1 ' /(K P\)=[a.b\. 

= o, 0) = * si crec,ente - Y //) = a. /(a) = 6 si/es decreciente. 
f unc ión / l a > ~^ I a ' M ’ P° r ser mon ótona, es biyectiva y, por lo tanto, tiene 

/ -I a ’ -♦[a,/?l SeaG = g“/' 1 .Luego, g = G°/. 


donde/") 


inversa 


La curva 


C coincide con la gráfica de G. En efecto: Sea P punto del plano. 
peC<=> p = (J[X), g(t)) = (/(t), Giflfí)) = (x, G(x)) O P e Gráfico de G 
En consecuencia, el área de la región bajo la curva es 


-J 


G(x)dx 


Ahora, aplicando el teorema de sustitución: 
Si / es creciente, tenemos 


íW(0*= f /(/,) G(f(‘»/’(0*= [ 

Ja J/(o) J * 


Si/es decreciente, tenemos 


rfW 


Í P f- - * 

a J /(a) 


dt = - J G(x)dx = j G(x)dx 
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Capítulo 6. Cu, 




V 


‘"x, 


¡. P nRl.FMAS PROPUESTA 

AREA DE REGIONES PLANAS 

, Hallare! área de la región encerrada por la el.pse 

Í x = acos0 0 <ff<2ir 
U = ¿ sen 6 

Rpta. mb 

1. Hallar el área de la región encerrada por la astroide 





x = a eos 3 # 
= a sen 3 # 


Q<6<2n 


Rpta. ~ ;rfl2 



3. Hallar el área de la región enceiTada por la siguiente curva y su asíntota x = a 

x = a sen 1 # 
y = a sen 2 # tan 0 


x-a(cos t+ln(tan t/2)) 
y - a sen t 


5 - Hallar el área de la región encerrada el eje Y y la c 
2 ai 




Curvas Paramétricas 




Hall ar 


e l área de la región encerrada por la curva 

r x = ¿>cosí a> 0 ,b> 0 . rrl2<t^2n/2 

| V^flsen 2 1 

1 Rpta. 

d ¿ rea de la región encerrada por la curva 


. Ha» ar 


C 


= at sen t a>Q - n i2<t<n/2 
= at eos t 


Rp,a. -^-(rr 2 + 6) 


8 Hallar el área de la región encerrada por la curva 

í x = 2acos(-ocos2r 0S(£2)r 

\y = 2a sen t-a sen 2 1 

Rpta. 6ittr 


9 Hallar el área de la región encerrada por el lazo de la curva 
= í 2 -1 



y = t 3 — 4/ 


n 256 

Rp,. — 


0. Hallar el área de la región encerrada por el lazo de la cuna 


x = t 2 -\ 
y = t 3 - 4t 


Rpta. 


1.296 


11. Hallar el área de la región encerrada por el lazo de 
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Capítulo 6. Curv< 


sp a , 


* ra n^, 


longitud de arco 




íx'í' 2 - 1 - 2 ÍIÍ 2 

Rpta 8(5/5-l) 

1 X“sfí 

n 92 

W* y 

ri« 


fx = 2lnt 

“ ,S,ÍS 

0 24 

Rpta y 

„ i*"'*'.OSííl 

[>/ = /senl 


Rpta. 

3/1 + i ln (3+2/2) «5,12 

16. | I = rcos ' , 0 </Sl 
|^ = rsen r 

fyjfa. j(5/5-8) 


17. La evo! uta de un círculo: 


f x = a(cos 0 + 0 sen 6) 

, n n '.OS0S2* 

[y = fl(sen 6-6 eos 6) 

2 7?a 

\x = 2a cosí-a eos 2 1 

{y = 2a sen/-a sen 2í ,0 “ / - 2;r 

Rpta. 16 a 

f* = e'cos / jr 

1 , .0S»<1 

O “e'sen» 2 

Rpta. y[2[e* /2 -1 

i* * e J 'cos i 

' K..k .os»s£ 
y y * senr 2 

Rpta. 



20. 


«1 


c^" 6 

( % * cosh 3 / o <>t£\ 


Jlla rlalo"6 itud ^1 lazo de la curva 
2 2. H* 1 ' 

í*=' 3 - 9< 

= 3 / 3< 2 


Rpta. 108 



AREA DE SUPERFICIES DE REVOLUCION 

_ ... oroblemas del 23 al 28, hallar el área de la superficie de revolución 

* _ /tfi/9 rvír/f /i/r/>//i>/#np s#¿»! 


^da por la curva dada que gira alrededor del eje dado. 


gene* 

Íx= =3í ' / 0</<U EjeX 

2 3 - | y=*3t 2 


48 

Rpta. —7r 
5 


24. 


3 | 2j 

x-'il' 1 1, Recta y = -2 flpía. —* 


y = 3' 

= 1-1 


25 


26. 


27. 


28. 


‘ U 


,2<t<4, Eje Y ^(lfcfio-2^2) 


• 2 /2 - t 

x ~ { ,-l<í<l. Eje Y 

y = f 3 / 3 - 1 ' 


n 16 

flpfa. —;r 


128 


* 1 ,-l<f<l, Rectax=l RP ía “¡J 

; =í 3 /3 - 1 ' 

_i_. 

,0<,t<.n/2 , Eje Y 


> = e'sen ( 


2n/1 . 

5 


Rpta. + *) 


»• Hallar el área de la superficie de revolución gen *™^ ^ ,0 " 

del eje X del lazo de la curva (Ver figura en el problema resuelto i) 


C: 


x = 3r 2 
y = í J - 3t 


Rpta 2Vt 
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c *Plhil 0 6. r . 

Curva,, 


a liar el área de la superficie de revolución generada p or i, , 

30 ' <fc*eje X del la» de la curva (Ver figura en el problema prop Ue °^ *1, 


-9 
= 3/Jf 2 


fy"» 729 a- 


31 . Hallar el área de la superficie de revolución geneijada por la^jc| oid( 

jx = r(0-sen 0) . oie¿n¡ 

J^ = r(l-cos 0) 

al girar alrededor de la recta x = nr o 

Rpta. 871^(71-4/3) 


VOLUMEN 

32. Hallar el volumen del sólido de revolución generado por la región en 
el lazo de la curva Cer rada 



P = r(e-sen0) 
lr*r(l-cosfl) ’ 


«I girar alrededor de la 


recta x = nr 


^gerencia: P= 2 tt 


Í (*r-x)ydx 
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16./-x 2 = 1 





19. x 2 + y 2 =1 


Y 

1 



Capitulo 6. Curv 



11. x 2 + / = 4 





15. 2x + 3y = 6 


18. x- 1 =/ 

































COORDENADAS 

POLARES 


BONA VENTURA CAVALIERI 
( 1.608 - 1 . 647 ) 

EL SISTEMA DE COORDENADAS POLARES 
RECTAS TANGENTES EN COORDENADAS 

POTARFS 













Capítulo 7 o 

' L °ord 0| 




lONAVENTVRA CAVALIERI (1.598-1.647). matemático Ual¡ ano 
Tán Desde muy joven se incorporo a la orden de tos jesuítas. F ue * 

Seo Et maestro sostenía que eran muy escasos tos matemáticos J** 
rZleri habían estudiado en forma amplia y profunda la Geometría ^ > 
<*»?»"■* ,a T * TTf 9 ” en la 
Bohena. Alrededor de esta época, desarrollo el método que el llamó Mét „i J* * 
rrfrtóíte, V‘e abrió el camino para la creación del Cálculo **» 

«toO * Arquimedes y la idea de fes «L/* 

infinitamente pequeñas. Este método estaba muy cerca al concepto de 1, 
definida. 

Cavalieri también aportó trabajos sobre secciones cónicas, trigonom • 
logaritmos, óptica, astronomía y, aun, astrología. e/r '°. 

En el año 1.635, Cavallieri introdujo al mundo matemático el sistema 
coordenadas polares. Por esta misma época, este mismo sistema fue presentado * 
forma independiente, por otro matemático jesuíta, el belga Gregory 2 
Saint-Vincent (1,584-1.667). El sistema de coordenadas polares y el sistema de 
coordenadas rectangulares son contemporáneos. Este último fue introducido el año 
1.637por dos matemáticos notables, René Descartes y Pierre de Fermat 

ACONTECIMIENTOS PARALELOS 

Cavalieri nace el mismo año en que muere el poderoso rey de España Felipe II, 
guien iuo e Madrid el centro de la política mundial. Diez años antes, en 1.588, los 
Gra^Bretaña tar ° n Invencible > con la cual, Felipe II, intentó invadir 

tres E Llfnlf T\ Ón °T akmán Johann es Kepler (1.571-1.630) anunció sos 
nos dicen auelnl e movimiento de los planetas (Leyes de Kepler). Una ellas 
sol. r 1 as de los planetas son elipses, en uno de cuyos focos está el 

8 ra n parte de su obr^lUe^ari^' ^ iam Shaquespeare (1.564-1.616) publicó una 



SECCION 7.1 

EL SISTEMA DE COORDENADAS POLARES 

fi)a ™«p- « 

un rayo (semirrecta) al que llamaremosej,°¿L®? 8 *"' de ° 

c0 " horizontalmente, comcidente con semieje positivo L * t Usual tomar este 

Artesiano. A cada par ordenado de números *? **"» 

ll olano, del modo siguiente: Construimos el rayo del n i an U " Umco punt0 
¿C ángulo 0 (en radtanes, con el eje polar comt’ife' P “ * ° 
Le rayo nos movemos en sentido contrario a las agujas del reloj si 6 es v 
fel sentido de las agujas si 5 es negattvo. Considerárnosla. 6 POS " ,V0> V 

distancia igual a' IZ ~ ~ **" - ^ * a una 

2 . si r < 0, P es punto que está en el rayo opuesto al lado Termmal del ángulo y 
que está a una distancia igual | r I = - r del polo. 

3 Si r = 0, P es el polo, o sea P = O. 

Esta correspondencia entre el par ordenado (r, 9) y con el punto P la denotaremos 
así P(r, #)> y diremos que r y 0 son coordenadas polares de P. 

P(r,0) 



Eje polar 



• (-r.$ 


[EJEMPLO 1.1 Graficar los puntos cuyas coordenadas polares son 

a. (2, ti/4) b. (-2, m‘6) c. (1, -2id3) 

b - ( 2 . * 6 ) C ‘ 

*/6 



f 


-2¡dZ 
(1.-2V3) 


Bjj MPLO 2.] Gradear los puntos cuyas coordenadas son 

b. (2,13^/6) 


a. (2, id 6) 


c. (—2,77i/6) 
























tres pares (2, «*). < 2 - y <" 2 ’ ™ 6 ) «** 


coordi 


Je nadas 


-TZficación en coordenadas polares se construyen circunferí . 

Para facilitar a gra lamb ién parten rayos que forman distintos áno 

con centro en el pojo, ' ua punto P del plano es la interseco n f'° s 

(*. * * e,C, u C " ra e 0 J EI radio r de la circunferencia y el ángulo 
circunferencia con ^ ciona un juego de coordenadas polares ( r , 0 )d ' 

71Te siguiente dibujo nos ilustra estas ideas. Aquí también hemos represen,* 
loTpuntos (2 ¿ 4 ), (- 2 , a/ 6 ) y ( 1 . -2*3). q<* e " traron e " consideración en |„ s 

píemelo 1 v 2 anteriores. w 2 
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c*f 




3» 


3 * 


- es el i 


1 semieje negativo de las ordenadas. 

3- 

sistema de coordenadas rectangulares establece una correspondencia 
f ca entre el conjunto de los puntos P del plano con el conjunto de pares 
b iun ‘ dos (* ■>’)• ES ‘ e r ? ° n ° S P ermUe identificar el pumo P con sus 
° rde ü nadas Esto es. P = (*. y)- En cambio, en las sistema de coordenadas polares, 
c0 es cierto que a cada par (r, 0) le corresponde un único punto P, el punto P 
sib ' e "nfinitas coordenadas polares. En efecto, a P, además de (r, 0). le corresponde 
coordenadas polares: 

^ 1 . (r, 0+ Inri) y 2. (-r, 0+ (2n + l)*), „ 6 z. 

gsto dos expresiones se pueden sintetizar en una sola, que es la siguiente: 


En efecto, si n es par, digamos n = 2 m, obtenemos ( 1 ): 

((-íyV , 0 + nn) = ((-l) 2m r , 0 + 2 mn) - (r, 0 + Imií). 

En cambio, si r\ es impar, digamos n = 2m + 1, obtenemos (2): 

((-íyV, 0 + nn) = ((-l) 2w+ V, 0+2(mM);r) = (-r, 0+(2ni+l);r). 

Al polo O le corresponden las coordenadas (0, 0), donde 6 toma cualquier valor. 

Debido a esta multiplicidad, si (r, 0) son coordenadas polares de P, escribimos 
p( r 0 ) y n0 de P = (r, 0), como lo hacíamos con las coordenadas cartesianas. 

CONVERSION DE COORDENADAS 

El siguiente teorema nos da las fórmulas que nos permiten cambiar coordenadas 
polares a rectangulares y viceversa. 

[TEOREMA 7. 1. 1 Si las coordenadas polares y rectangulares de un punto son 


1. x = rcos 0 


3.r 2 =*V 


(r, 9) y (x, y), entonces 
2. y = r sen 0 


4. tan 0- — 
x 


Demostración 

Estas 4 igualdades se obtienen inmediatamente al observar U figW.en la cual al 
e je polar hacemos coincidir con la parte positiva del eje posi ivo 
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HM| 


C 0( 


lo Mo, 


rfifjúpwJJ Hallar las coordenadas rectangulares de . 

I —■ - ' representaciones en coordenadas polares son ° S Pu nt o 

■•»*») M-3.2*3) 

Solución 

, x .rcos6-2cos(n/6)“2(/3/2) ■* V3 , ^-/-gene.,, 

_ 2 U' 2 j* 

Luego, el punto, en coordenadas cartesianas, es (V 3 , |). 
b. x m rcos 0= -3cos(2a/3)■ -3(-1 /2)■ 3/2, .versen ^ =í ~3( > /3 /2 j 
Luego, el punto, en coordenadas cartesianas, es (3/2, - 3^/3 / 2 ) 

| EJEMPLO 4. | Hallar todas las representaciones polares de los 

representación en coordenadas rectangulares son ° S PUm ° S Cu Va 

*■ í 1 » 1 ) b. (-I./J) 

Solución 

a. Para (1,1), tenemos: 


f=± A J +> ,J =±\/l J + i 2 =±VT, 


tan 0 = — = 1 = ¡ 
x 1 


<9 = tan- , (l) = £+ 2^ * 6 Z 



El punto (I. I) y 4 están en primer cuadrante. Luego, todas las posibl, 
representaciones polares, son: 

( ^7 + 2^)y(-^2 f í +„ +2 *n) ~(-f2,í +(2n+ l) 

Para (- 1 , /J), tenemos: 

tan 0 = > = /I 


x 

,n-l 


-/J 


fi 'tan-' ( .^3) - _* . , 

' J + 2/i/r, n € * 

El Punto (-1 /Jn \ 

^Presentación 0 ^ * <='^lo-n/3 está 

_ n,ac| ones polares s on: S0 " opuestos, todas las no 



f 2na) y ( 2 _ 


3 + -2-)=(2.-i +(2n+I)jr)n( 





Coor 
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Recordemos que. en coordenadas rectangulares, si c > 0, la gráfica de y = fíx - c) 
se obtiene de la gráfica de y=fix) trasladándola c unidades a la derecha/y la gráfica 
He y m fi? + se obt,enc . de la d ' V = JW trasladándola c umdades a la 

izquierda. Este criterio, en términos de coordenadas polares dice: 

Si a > 0, entonces para obtener la gráfica de: 
j r =f{0- a) rotar alrededor del polo la gráfica de r -f{9) «radianes en sentido 

antihorario. 

2 r =J{0+ a) rotar alrededor del polo la gráfica de r =J(0) «radianes en sentido 
horario. 

CRITERIOS DESIMETR1A EN COORDENADAS POLARES 


El gráfico de una ecuación polar es simétrica respecto al 

1. Eje polar si al reemplazar (r, 9) por (-r, -0) ó (r, * - 0) en la ecuación se 

obtiene, una ecuación equivalente. 

2. Eje ^ si al reemplazar (r, 0) por (r, x- 0 ) ó (-r, - 0 ) en la ecuación se, 

obtiene una ecuación equivalente. 

3. Polo si al reemplazar (r, 0) por (-r, 0) ó (r, x + 0) en la ecuación se obtiene, 
una ecuación equivalente. 


xfl 



S'metria: Eje Polar Simetría: Eje n¡l Simetría: El poto 
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Probar que el gráfico de: 

, s simétrica respecto «1 eje polar 

f r 2 ” 

. 2 sen o es simétrica respecto al eje *7 
* ' ' ' sen 29 es simétrica respecto al polo. 

Solución 

/ ñor (r, -0) en r - 2 eos 0 . 

j. Sustituimos (r, 0) P or ^ 

-'>^cí-0) = 2cos 0 

\ 


f- = 2eos A “ 

p,.. sustitución no ha alteado la ecuación. Luego, e | ° V>T>- 
gráfico de r = 2 COSÍ) es simétrica respecto al eje polar. » 

i. sustituimos(r, 0) por(r.n-0) en r=l + sení?: 

I +sen (x-0) => r= I + sen * eos 0 - eos rrsen 0 
r ('. * -0, /-_\ 

-/-Usen 0 =>r = r= 1 + sen Ñ- I V ,f » 


= I + (Ujcos a -t-iywi i/ —^ ' * 3vii c7. 

Esta sustitución no ha alterado la ecuación. Luego, el 
gráfico de r= 1 +sen 0 es simétrica respecto al eje 702 . 

3. Sustituimos (r, # por (-r, 0) en r 2 = 4 sen 20. 

(-r) 2 = 4sen20 =^^ = 4 sen 20 

Esta sustitución no ha alterado la ecuación. 

Luego, el gráfico de r 2 = 4 sen 20 es simétrica 
respecto ai polo. 

^¡r«l 

i-r,-d)inn 

I. RECTAS 

i. rectas que pasan por el polo 

Ea gráfica de la ecuación 



^ a. donde a es una constante. 

^ s q c U n epa f P° relpol ° yformauná 
* po "' ""»■ * 

e ‘ a+ 2»t, « e2- 


0»P 




¿-^ordenada» 


Polares 
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c 

a eos O + b sen O * ^ on< ^ c ' ó ^ 

es la recta de pendiente « --§ corta a losqes « (<*, 0) ( „ ^ 

En efecto. 



¿j eos 0 + sen 0 
r (a eos 0 + 6 sen 0) = c <=> 
íj(r eos 0 ) + ¿>(r sen 0) = c O ax + by = c 
Esto es, 

a eos 0 + b sen 0 ^ *** ^ ~ c (2) 

En consecuencia, el gráfico de la ecuación polar (1) es la recu de pendiente 
m = -a/i y que corta al eje X en el punto (c/o, 0) y al eje Y en (0. c í>). 

Como casos particulares de la ecuación (1) tenemos las ecuaciones de las rr*t« 
verticales y horizontales. En efecto: “ ectas 

a. Rectas verticales. Si en la ecuación (1) hacemos b =0 tenemos: 

c _ c 

r -- <=> * = — 

a eos 0 a 


Pero, r = 


el c c 

sec 0. Luego, si k=— . tenemos: 


<3 eos 0 q eos 0 a 

r = k sec 0 O j = L 

Esto es, r = Ar sec 0 es la recta vertical x-k 

b. Rectas horizontales. En forma enteramente análoga, si en la ecuación (1) 
hacemos a = 0 tenemos que: 

r-k cosec 0 \ es la recta horizontal y = fc 


a/2 


a/2 


jr2 



cvft 


o : 


Ctf 


o , 


* a r * c /(a eos 0 + /> sen 01 r - A sec 0 


o , 

r = A cosec 0 
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v,ir. arribó 

pSorecA 

procesos Tecl ^- 
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„ CIRCUNFERENCIAS. 
C0 " C '' ,TBOE ~ ELrO, -° 
'■ UP*I«*“ "” d " : 

A . a -flf, donde « > 0 
/• = 0 ° ' 

¡a de centro en el polo y radio o. 


es i, circunferencia 

Ha efecto: 2 

r=±«=> 


x 2 +y 2 =c 2 



O) 

'y Pasa por e | 
xa 
2 b 


Polo. 




l. CIRCUNFERENCIA que pasa por el polo 

La gráfica de la ecuación: 

r = ± 2 acos 0 ± 2bscn 0, fl^Oy A^o 

es la circunferencia de radio V a 2 +b 2 centro en (± a, ± b) 

En efecto: 

r=± 2 acos 0 ±2b sen 0 => 

r 2 =±2a(r eos 0)± 2b (r sen 0) => 

x 2 + y 2 =±2ax±2by => 

{x 2 T-2ax+ a 2 ) + (y 2 + 2óy + b 2 )= a 2 + b 2 => u 2a 
(jf ? fl) 2 + (* + b) 2 = a 2 + b 2 r ~2a eos 0+ 2b un s 

Esta ecuación es la ecuación cartesiana de la circunferencia con centro en 
(± A ± A) y radio VV+A 2 . El origen (0. 0) es punto de esta circunferencia 

obtenérnoslos ra C '° n r .~ ± ^ cos ^ i 2b sen 9 hacemos a = 0 ó A = 0, 
ooienemos los casos particulares: 

*TL 

__ na 


r *2o cosfl 


r = 2b sen O 



= -2/> se» 1 



caracol o limaron (del latín “lima*” 

Se ,icra de las ecuaciones siguientes C s,gn,fica caracol) a la gráfica 

;ual £ l u, 


a ±b sen 0, donde 


'-*7 # * d aondc a>0 y ¿>o (1) 

Se tiene 4 tipos de caracoles, dependiendo de la razón a/b 

1 . Caracol con rizo, si a!b < 1 2 . Cardiode, #| ^ = , 

3 . Caracol con hoyuelo, si l <«/*<2 4. Caracol convexo, si o/ 6^ 2 

A la ecuación r = a + b cos 0 la ecuación estándar del ca^rr .1 xa- , 
m os el gráfico de los otros caracoles se obtiene rotang ' Mas adelame 
¡ráfico de ecuación estándar. r0tando «"valientemente el 

LOS CUATRO CARACOLES ESTANDAR 




Caracol con rizo Cardiode Caracol con hoyuelo Caracol convexo 

r s a + b cos 0 r = a+bcos0 r = a + b cos 0 r = a + bcos$ 

a/b< 1 a/b=í \<alb<l 

A continuación tratamos uno de de los caracoles, la cardiode, en forma más 
explícita. Con los otros caracoles se procede en forma análoga. 

LA CARDIODE 

De a/b = 1, se tiene que a = b. En consecuencia, las ecuaciones (1) las podemos 
desdoblar en las cuatro ecuaciones siguientes: 

1. r = a + a cos O 2. r = a - a cos 0 3. r = a + a sen 0 4. r-a-a sen 0 

[EJEMPL O 6. | Graficar la cardiode r = 1 + cos 0 
Solución 

k ^ ons | n,1r nos una tabla tomando algunos valores notables de 0. Luego, graficamos 
3 unción r ® 1 + cos 0 en términos de coordenadas rectangulares, para observar el 
comportamiento de r cuando O crece. Con esta información se construye la gráfica 
r - 1 + cos 0 en términos de coordenadas polares. 
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fifi 





r 

ft 

3itíl 

in 

2 

0_ 

J_ 

2 

4 



. de 2 a I. E n \ 7P ^ *J» r decrece de 1 a n - * 6 

l;t:| 


En 

crece*®» 
Ja gráfica 



3 *' 2 J *2 

|0,^2| I* 3 * 2 ! I 3 *2,2») 

LAS OTRAS CARDIODES 




jf2 


Jr2 


r = a + <z eos 0 
Estándar 



Rotación * 


Rotación ;z/2 Rotación 3*2 


’’V^f Ca * ' “-“tosOse obtiene de la gráfica de r = a + a eos 6 rotan* 
alrededor del polo un ángulo de * radianes en sentido horario. 

alrededMAu L\ “ + “ Se " ^ Se °* >,lene de la gráfica de r = a + a eos 6 rotan* 
^ Lagráfi ° ^ ^ Miañes en sentido antihorario. 

o sen 9 se obtiene de la gráfica de r — a + a eos 6 rotánd 
P°io un amnilr» ^ -n - 


alrededor del polo un , *! ^ ° bt ' ene de * a S ra fica de r = a + a eos 6 

sentido antihorario d =U ° ^ ^ ra dianes en sentido horario o de 3^/2 

La» afirmaciones anterio 

n (-9) = - 5 e n g 


afirmaciones ant 

i. sen(-©) = _ se ^ 0res * prucban haciendo uso de las siguientes identidad 

ii. eos (-0) = eos 0 

iv. - eos 0 -eos (0+ 


‘11* sen 0 = r/W ~ 

En efecto; C * ( * Q -«) 

'■ f= 0 ' ac ose= a+ „ 

a + a «*(0+, r) 


(por iv.) 



. < , + osen^=o + <aeos(ar2-d) = a + aC os(e-- t n 1 , 

2 - , ueg o, la grafía de r = o + a sen 9 se obtiene rotándola LP a V ^ 

u n ángulo de ril radianes en sentido horario gráfica de r - a + a eos G 

- a -a sen 9 =a + a sen (-0) = a + a eos (*2 - (-ft\\= 

3- r ' +a cos(0+ nfi) 

Luego, la gráfica de r = « - a sen 9 se obtiene rotando la gráfica de r-„ + a 
un ángulo de 7dl radianes en sentido horario o de 3^“a a + azosd 
^horario 3-2 ^'“cs en sentido 


EL CARACOL CON RIZO, aJb < 1 
jJjÉMPLOT] Graficar el caracol con rizo r= \ - 2cos 9 

Solución 


9 

0 

Tdl 

2*3 

71 

4*3 

3*2 

2, 

r 

3 

1 

0 

-1 

0 

1 

3 



r - 1 + 2 eos 9 Estándar: r = a + b eos 9 




LOS OTROS CARACOLES CON RIZO 
En la misma forma que se obtuvieron las otras cardiode de la cardiode estándar se 
obtienen los otros caracoles con rizo a partir de estándar 




















































IV. lemniscatas 

.1 gráfico de cualquiera de las cua.ro ecua c ¡ 0nes . 

, S,8 N 

r >.±a } co>20 2. r =± a 2 sen2g 

1 Gtaficar las lemniscatas: 

I a 2 eos 20 2.r 7 - a 2 sen 26» 

Solución 

, r J = a‘eos26 => r = ±afcos20 

u último igualdad nos dice para valores positivos de eos 2ó> tenemos do. 
de r uno positivo y el otro, negativo. En cambio, para valores negativos a Valo "> 
no tenemos valores de r. Pero eos 26 es no negativo en los intervalos fn '° ,2í 
(3/i/4, /rj y es negativo en el intervalo (^4, 3 ^/4). lU ’ ^4J y 

En el intervalo [O, ;z/4], eos 20 decrece de 1 a 0. Los r > 
la parte de la curva que está en el primer cuadrante^' 
trazan la parte en el tercer cuadrante. ‘ os r * O, 

En el intervalo (n¡4, 3nJ4), eos 20 es negativa. No hay gráfica 

En el intervalo [3¿4, tí\, eos 20 crece de O a I Los r ^ o t 
la parte de la curva que está en el segundo cuadrante- y los , 
parte en el cuarto cuadrante. ® 
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* ^Ooi 


e 

r 

0 

t a 

n/4 

0 

1Ú2 

no 

existe 

3/1/4 

0 

/r 

± a 



ee 


Jdt 7*4 


_2_ j 

r ~ a eos 20 

2 * r2fi a 2 sen 20 


1,1 ,0 ’ ,í= “ 2 C05 20 en |0, rz/4| U |3^4, rr| 


^ gráfica de r 2 * fl 2 

rot ¿ndol a alrededor deU 0 | Cn 2 ,° SC obticne de * a gráfica de r 2 = ¿» 2 cos 20 , 

_ ^ radianes en sentido antihorario. En efecto, 


fl Se n 20 « fl 2 


Cos (^2 - 20) = a 2 CQs ^ 20 __ ^ ^ cQs 2 ^ 0 _ n/4 ) 


- Coordenadas Polares 

CU ATRO LEMNISCATAS 

las c */2 





r 2 í = <í 2 COS 20 

Estándar 


r^-a 1 eos 20 <■*=„» stn20 

Rotación de n /2 Rotación de *4 


e 1 - - a 2 sen 19 
Rotación de 3 71/4 


¿SABIAS QUE. 

£7 nombre de "lemniscata" viene del latín "lemniscos", que significa -fc™ 
forme de 8”. B nombre lemmscata" fue introducida por JohZ bLIuüí 2 
1694. El símbolo 00 que represento al infinito, fue introducido por el 
matemático inglés John WalHs (1.616-1.703) en 1.655. A “oo» tamb.én se le llama 

lemniscata. 

V. LAS ROSAS 

Se llama rosa al gráfico de cualquiera de las ecuaciones: 


r = a cos «0 ó r = a sen n 0 , donde a >0 y n £ 2 ,es un número natural 
Si n es par, la rosa tiene 2 n pétalos y si n es impar, la rosa tiene n pétalos. 

[EJEMPLO 9. | Graficar las rosas: ** 


Solución 

1. r = a cos 20 




Cada diente” de la gráfica cartesiana produce un pétalo. Vemos que hay 4 
'entes (uniendo la primera mitad con última mitad). Luego, la rosa tiene 4 pétalos. 

1 7—W 3 * 4 «2 

d c a 8ráfíca de r = a sen 20 se obticne de la gráfica * 1 * 

onil ° C0S rotan dola */4 radianes alrededor del 
en scnt *do antihorario. En efecto: 

r ' o sen 20 « a cos (nf2 - 20 ) * a cos (id-nfí) 

* a eos 2(0 -.¿ 4 ) 


































C_'apftu| c> 7 


Granearlas rosas 


; i. r m a eos 30 


2. r* 



, ^ fica cartesiana tiene 6 d, en.es, sin embargo, la rosa sólo tien ., 
Es , L ; s ?debe a que. con el intervalo de 0 a * ya se obtienen los 3 J% 

de “ a 2tr vuelve a cubrir los mtstnos 3 petalos. 



2. r-osen $0 


u gráfica de r = o sen 35se obtiene de la gráfica 
de r *„ eos 35, rotándola n/6 radianes alrededor del 
polo en sentido antihorario. En efecto: 

r = a sen 35 = a eos (rf2 -35) = a eos 3(5-tzfó) 


OTRAS ROSAS 




r = fleos 50 
Estándar 




r = a sen 50 
Rotación de ;r10 


r = fl eos 40 r = asen40 
Estándar Rotación de 48 


vi. ESPIRALES 
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“ cuu * se desarrollo siguiendo 

hnxirt * _ j .. * __ 


^"íTdéunc. espira! logarítmica. llega tenerb'Z ?/ , - 

° í, griego, mnAof marino", es uñLtu * í '' ám " ro » 

"“"indo del pacifico hindú Se dice de él que es un°fás7 *" ’° S corales 
p 'f‘Jvid° por millones de años, sin cambios notables 9 "* h “ 




Flor de Girasol 


ti Nautilos 


CURVAS POLARES CON GRAFICADORAS 

Los sistemas algebraicos de computación o algunas calculadoras nos permiten 
graficar, con toda facilidad, ecuaciones complicadas. Los siguientes ejemplos fueron 




r = sen (6M) 


INTERSECCION DE CURVAS POLARES 

p ara encontrar los puntos de intersección de dos cunas polares se deben tomar 
a liunos pasos adicionales al caso de cunas rectangulares. Esto se debe a que en 
Ordenadas piolares un punto o una ecuación tiene múltiples formas. Además, 
deb ¡do a que el polo es el punto que tiene mayor cantidad de representaciones, (0, 0) 

e necesita ser considerado en forma individual. En síntesis: 
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„ hallar M <*• curv #s; , 

TÍ "‘“Z lts curvas, pan, determinar el número de punlos dc » 
'• Cra 

2 Resolver el sislcm»: | r = /f( ^) 

• i n nlo es punto de intersección. Esto sucrvi 
c no se han obtenidos todos los puntos observados en la gráf¡ „ 

*■ Esotras formas de las ecuaciones.: (-1) /■=/«9+„, r)o 

f£¡ p^fpioTl] Hallar los puntos de intersección de las curvas: 

r = 3 eos 0 y r=l + eos 0 

Solución 

l Las gráficas nos dicen que hay 3 puntos 
de intersección. 

2. r=3 eos 0, r = 1 + eos 0 ^ 

3 eos 0= I + eos 0 => eos 0= j=> 

0= j, y, para 0en el intervalo [0, 2;r) 

Los puntos correspondientes a estos ángulos son (3/2, ri 3) y ( 3 ¿ 

3. ¿Es el polo un punto de intersección? 

l+cos0, = 0=> eos <9, = -1 => 0, = 3a/2 

3 eos 0 = 0 => eos $ = 0 => #, = /z /2 

Tenemos que el polo (0,3*2) = (0. *2) está en ambas curvas. 

1 SSRS 1 " 1 p ““ b ““ d “' ” 

Hallar lai punios de InieBuccIón de Las curvas: 

Solución r * y r * 1 + 2 eos O ^ 

in ««ectaa Ti puntar 6 * 

2- r.' 1+ v =i+2c °^=> 

• + 2 eos 9 -s „ 

^ COS *aQ;-p 
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/r H, en el intervalo [0, 2 7t) 

L0 s puntos correspondientes a estos ángulos son: ( 1 , * 2 ) y (i, 3 ^ 
g s el P 0, ° un punt ° dC intcrsccc,ón? 

3 ‘ 6 «rimera coordenada del polo cumple con r = 0 Lueeo el . 

StSJSne» r = > y. P« >° tanto, no es punt0 de ££ “ » 

fvjos falta encontrar un tercer punto. 

ecuación para la circunferencia r = 1 es r*-|. 


Otro 

Ahora. 


-1 y 


r = 1 + 2cos 0 => -1 - 1 + 2 eos 0 =^> ^ q = ^ = 


El punto de intersección correspondiente a este ángulo es (-1, = (i, 2)I ) = ( , 0) 


PROBLEMAS RESUELTOS 7.1 


[pkÍTBLEMA 1.1 Dar todas las posibles representaciones polares de los puntos 
cuyas representaciones cartesianas son: 
a- (1.0) b.(0,l) 

Solución 

a. (1, 2 tzti), n e 1 y (-1, ;r+2;zn) = (-l,(2n + 1 )jt>, n e Z 

b. (1, nJ2+2mi), n e 1 y (-1, idl+ *+ 2jo\ ) = (-1,3*7+ 2m ),n € Z 


| PROBLEMA 2. | Describir la gráfica de las ecuaciones polares 


2 eos 6 + sen 6 

c. r = 6 eos 0 - 8 sen 0 d. r = tan 0 sec 6 

Solución 

a. 0 = o es la recta que pasa por el polo y forma un ángulo de 0 radianes con el eje 
Polar. Esto es, 6 * 0 es el eje X. 

b ' f= -- - - => 2reos 0 + r sen 0=3 => 2x+y=3 =>y = -2* + 3 

¿eos 6 + sen 0 

es la recta de pendiente m =* -2 y corta al eje Y en (0, 3) 
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CaP ‘ ,U '° 7 - O** 


.i. 





__^---?íñin Si la circunferencia pase por el polo, „ „ 

ecuación anterior se convierte en clr si c> 

r-2acos(0- a). 

„. . «uación, en los casos particulares: a-Oy a=Jfi 

ecutócnes'de la circunferencias ya conocidas: 

v, v r-2aeos (0- Jt/2) = 2oeos (7c/2 - O)*.** 
r s 2a eos 0 y _ a )-2 as ^ e 


^mbÍÉMA Hallar los puntos de intersección de las curvas 
r = eos 20, r = eos 0 

Solución 

1. Las gráficas nos dicen que hay 4 puntos 
de intersección. 

2. r = eos 26, r = cos0 => 

eos 26 -eos 6 ^ 

2 eos * 2 6- 1 = eos 0 => 

2cos : 0 - eos 6 - 1 = O => (eos 6 - l)(2cos O + 1) = O 
eos 6= I ó eos 6= -- => Q = O, —, , en el intervalo [O, 2/r). 

Estos ángulos nos dan los puntos: 

(I.O), (-1/2,2/d3) = (1/2, itdi) y (-1/2, 4n/3) = (1/2, n/3) 

3. ¿Es el polo un punto de intersección? 

cos 2 *= 0=>2 0 =n^ 0 =l cos *=0 => *=* 

4 Ueg0 ' *' P* 0 (0 ' **) = (0. *) es un pumo de intersección 

amos ya de este paso, porque ya hemos conseguido los 3 puntos. 

[problema 9 ~"| u n i 

ar os Patitos de intersección de las de las siguientes rf 
Solución Wes Petalos: r = sen 36 r = eos 30 

S md ' Can que las curvas se intersectan en 4 puntos 

2 -r-sen39, f = co H 

^ sen 30= eos 30. 




( ^/2>12). (/2/2,9a/12), (^2/2.17*1^ 

(-/I/2,5it/l2), (-/I/2,13a/12), (-^2/2.21*12), 

Pero, estros tres últimos puntos coinciden con los tres primeros. En efecto: 

(-/I/ 2 ,5n/l2) = (-v/T/2, 5n/l2 + n) = (/2/2,17*12) 

(-•fí.11, 13a/12) = (VT/2, 13n/12 + a) = (s/T/2, s/12+t- a) =(/2,Z*:12) 

(-/2/2,21 a/12) = (VI/2, 21 n/12 + a) = (/I /2, 9*12 + jr+ a) = (VI/2,9*12) 
Luego, hasta ahora, sólo hemos logrado 3 puntos. 

3. ¿Es el polo un punto de intersección? 

sen 30= O => 30=O=> 6=0. eos 30= O => 30= => 0= jtó 

Luego, el polo (O, 0) = (O, 7iJ6) es un punto de intersección 

4. No precisamos ya de este paso, porque ya hemos conseguido los 4 puntos. 


DILEM A 10.1 Probar que la distancia entre los puntos P|(r ; . 0|) y P:(r 2 , 0») 1 
d = \¡~f 


1 t\ 2 + r 2 2 -2r,r 2 cos(0, -0 2 ) 


Solución 

Pecando la ley de los cosenos en 


el tria: 


lan gulo OP,P 2 setjene: 


dK J : 

r i + r. 


2 - 2r,r 2 eos (0, - 0¡>) 


r2 




























c ’apíUilo 7 . 


Co °rd, 






d . {¡fTif-in'i cos(& < ~ e ¿ 

pgOBl RMAS PROPUESTOS 7.1_ 

jet / aIS se Jan un juego de coordenadas 
U*¡¡£** ** ie “ordenadas polares deI punto, u „ a 

tyta (I, I3rf6), ( -l >7 ^ 6) ' 


En los 

punto. H 
otra con r<0. 
1.(1, ^6) 


2. (-2, 3n/4) 

Rpta. (2,73,5*6). (-2VT >1|jtf<¡) 

3. (2.1) 

Rpta. (2, 1 + 2n), (-2,i + ^ 

En los problemas del 4 al 6 se dan las coordenadas rectangulares de un 

Hallar dos pares más de coordenadas polares del punto, una con r> o <- nt****' 

yotracon 

4. H. 1) 

Rpta. (/2,3n/4), (-/2,7a/4) 

5. (-3, VT) 

Rpta. (2-71, 5n/6), (-271,11 a/6) 

6. (273,-2) 

Rpta. (4, 11 tz/ 6), (- 4, 5a/6) 

7. Graflcar las regiones del plano formadas por los puntos cuyas coordenadas polares 
satisfacen las condiciones dadas. 

a. 0<r< 1 y ~ <0< - 
6 3 

b. -ISrSI y - <8<- 
6 3 

8. Hallar la distancia entre los puntos cuyas coordenadas polares son: 

«•(2,4*/3) y (3, ri). 

/?p/a /7 

Mi, a/6) y (2, n/3) 

Rpta. 7 5-2/1 

cuya ecuación polar ^e! dada ^ ar ^ ecuaci ^ n cartesiana e identificarla curva 

9. r=3 

10. 0 = 3» 

Circunferencia: x 2 4-^-9 

4 

Rpta. Recta: _y = -x 

11. 8=1 

2 

,2i r = 3sec 8 

Rpta. Recta vertical: x = 0 

Rpta. Recta vertical: x = 3 


sen 2 # = eos 9 
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flpía. Recia horizontal: y = -1 
Apta. Recta. 4x - = _i 2 

fyta. Circunferencia: (x - 1 ) z h- y 2 = i 

fyta. Circunferencia: x 2 + (y - ])* = \ 

/?p/a. Circunferencia: (x - 1 ) 2 + (y ) 2 = 2 

Rpta Parábola: y = -x 2 

Rpta. Elipse: „ , 

4 3 

Rpta. Elipse. ~ + L- = \ 

9 4 

Rpta. Hipérbola: x 2 - y 2 = 1 
Rpta. Hipérbola equilátera: xy = 1 
Rpta. Parábola: x=y 2 


En los problemas del 24 al 30, 

24. r-4 + 3 eos 9 

25. r = 3 + 4 sen 9 

26. r= 3 - 3 sen 9 

27. r = 6 -2 eos 9 

28. ¿=-9 sen 26 

29. r= sen 19 

30. r- 4 eos 59 

En los problemas del 31 al 
ecuación cartesiana es dada. 

31 - 2>> + * = 3 

3 2. + y* = 9 

33 ' * 2 + y s -4y = 0 
^ > J *4i + 4 
* *>- „i 


identificar la cuna cuya ecuación polar es dada. 

Rpta. Caracol con hoyuelo. 

Rpta. Caracol con rizo 
Rpta. Cardiode 
Rpta. Caracol convexo 

Rpta. Lemniscata 
Rpta. Rosa de 7 pétalos 
Rpta. Rosa de 5 pétalos 

35, hallar la ecuación polar de la curva cuya 


Rpta. r = 


eos 9 + 2sen 9 


Rpta. r- 3 

Rpta. r - 4 sen 9 
2 

Rpta. r = 


r-2 


1 -eos 9 
Rpta. 7 ^ = 2 sec 2 9 


ó r- 


-2 


1+cos 9 



















y 


Capitulo 7. Cqo 


4*4 


„ la regió 11 dentro del caracol y fuera del 

c. Si lí¡ot r « , io" ces , 1 - N 

„-a.~i* + -T l 2 J 



- - - —, c | área de la región encerrada por | a 

fpRÓBtlMAj3 * a = sen 6 y la cardiode r = o(l-sen 9) “ nfet ‘t>c¡, 

nJ2 

cn[0,2*)=> 

sen # = - en [0,2rr) => 8-*6,5*6. 

Además, ambas curvas pasan por el polo, 
femando ángulos de 0 y *2, respectivamente. 

La región es simétrica respecto al eje 0= nü. 

Luego, si /í, es el área de la subregión que está en el 
primer cuadrante, entonces A = 2A¡. Pero, a su vez, A\ 
está conformada por dos subregiones: Una, formada por 
la parte de la circunferencia entre 0 y 7tK>. La otra, 
formada por la parte de la cardiode entre 7d 6 y /z/2. o 
Luego, 

1 r me , ñ mi 

¿i=- [a sen 0] 2 ¿0 + - [a(l -sen 0] 2 dO 

2 J o 2 J me 

° 2 f * /6 a 2 f * a 

= yj o sen 2 í/0+~J (l-2sen0 + sen 2 e) dd 

_ 0 2 f " ’ l { ntl 

~T J 0 ( 1/2 )0'COS20)00 + £L (l-2sen 0 + (l/2)(l-cos20))^ 

2 J t/6 

« ¿ f ** 2 f w/2 

4 J 0 0-c°s26>)d6» + — T ( 3-4 sen eos 20 ) dd 

^ J me 

mi 

i 

. me 



L i i 

me 2 

L ~ 2 SCn 20 

o + 7"^ + 4cos ^-^sen20 






4(t- 2 ' 0 ) -(s-^y 

imo, 

= 2/ ‘ l “ (if “ * ®-'0O6a 2 


por último, 
A 


[^pgOBLEMA6D Probar 1 ue el área * la región encerrada por las rosas 
r = a sen nO y r = acosn6 es 


es par. 



A = -a 2 si «es impar y ^ = -a 2 si n 
4 2 

Solución 

Consideremos la rosa r = a sen n 0 

Veamos los ángulos con los que la 
curva corta al polo: 

a sen nQ = 0 en [0, 2nn) => 

«0 = 0, n ,; 2;r, 3;r,..., 2n/r 
0=0, 7dn , 2/z/n, 3/z//i, ... % 2n 
El primer pétalo se obtiene cuando 0 recorre de 0 a a/n 
Luego, el área de este pétalo es: 

A p = — I [ a sen n0] 2 d6 - — I sen*/?0 dd 

^ J o ^ J o 

2 /• n/n. 2 r i 1 * in ^ 

“T J „ 

Ahora, 

Si es impar, la rosa tiene n pétalos y, por lo tanto el área total es 

^“"(í fl, K ‘ 2 


Si 


es P ar * la rosa tiene 2n pétalos y, por lo tanto el área total es 
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- a eos t>6 obtenemos los mismos resultados, ya 
Para la otra tosa r- ^ rotándola en sentido horario un án«,/!*>«, 
obtiene de la rosa / dc «J, 

radianes. En efecto ^ ^ ^ =fl sen («0+»/2) = o sen n(e+nf2n) 


_-^TT-n Hallar el área de la región comprendida entre un l azo m¡ ,. 

Zc menor de la curva r = I + 2 eos 30 


y ün 


Solución 

La región sugerida es simétrica respecto al eje polar. Luego, su área es ¡ gUal , 
doble de U J£> sombreada. Esta regton sombreada es tgual al semipéta| 0 ^ 

menos semipétalo pequeño. 

Observando el gráfico cartesiano de esta 
(unción, en el problema resuelto 6 de la sección 
anterior, vemos que el semipétalo grande y el 
semipétalo pequeño se cubren variando a 0 de 0 
a ti/6 y de na ln¡6, respectivamente. 

Luego, el área de la región requerida es: 

» */6 



r * /6 /. lx/6 

J 0 ( 1 + 4cos3 ^ + 4cos23 ^)^ - J (i+4cos30 + 4cos 2 30)¿0 
= J o (l+4cos 30 + 2(1+cos60)¿0 - J (l + 4cos 30 + 2(l+cos6<9 

Í */6 

0 ( 3+4c °s 30+2cos60) de - | (3 + 4COS 30 + 2cos60)dl 


1 1 
-sen 39+_ S en (¡Q 

Jo 


-[ 


4 1 

3é? +—sen 30 +-sen 60 
3 3 


lx!6 


■(?*;">*;<•))-( o) - (^♦í(-„.i ( o,) + (3») -f 
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c*** 7 ' 


PROBLEMAS PROPUESTOS 7.3 


Jel 1 “ 5 ’ " a " ar “ área de la reg¡ón e " cerrada por la cu ™ y 

¡os rtí 0S , 

on Q- n, 0=2 n R pta L e *[ e n ,\ 

2 V J 

-on 0 = 0 , 0 = n 

Rpta. I e -*(e-*-l) 

3 r = tanft *=0,0= *4 

R p,a 

, *+cosf, 0=0,0= */2 

4 r' sen 2 2 

Rp,a. i[u|] 

a > 0, e=-mi,e= 7 di 

5. r=« sec 2 

Rpta. —a 2 

3 


En los problemas 6,7 y 8 hallar el área de la región que encerrada por la curva, 

5 r = 2 asen 0 Rpta. na 7. r = 2-cos0 Rpta. ^ 

g r * = 2n 2 eos 3 0 Rpta. 4 a 2 

En los problemas del 9 al 16 hallar el área de la región que está dentro de la 


primera curva y fuera de la segunda, 

9 . r = 2 a eos 0, r = a 

Rpta. ^*/3+>/"3 / 2j a 2 

10 . r = a, r = a( 1 - eos 0) 

Rpta. (2 - nJA)a 2 

11 . r = a(l + cos 0), r = a 

Rpta. (2 + nl4)a 2 

12 . r = 6 acos 0, r = 2a(\ + eos 0) 

Rpta. Ana 1 

13. ? = 8 eos 20, r = 2 

Rpta. 4Í~Í-Aní5 

14. ^ = 8 sen 20, r = 2 

Rpta. 4>/T - 4tz/3 

15. r = sen 0, r = 1 - eos 0 

Rpta. 1 - nf 4 

16. r = 2 a eos 20, r- ayj~2 

Rpta. 2a 2 

En los problemas 17 al 23. hallar el área de la región que es común al interior 

las dos curvas. 

17, r= sen 0, r=/ 3 cos 0 

Rpta. 5 a/24 - /j/4 

^ = eos 20, r=>/" 2 sen 0 

Rpta. — Itr+i-sPi ) 

6 ' 

^ 2 a eos 20, r« así 2 

Rpta. 2(n- l)fl‘ 

20, ^ 2 a 2 eos 20, r = a 

Rpta. (2 + a/3-/3>r 

^eos 20 , r = sen 20 

Rpta. n/2 - l 






















tipia. “• a 

. r= i + VTcos0. Hallar: 

25 . Se» el C °"" on enC errada por el lazo mayor, 
a- El anea de 8 da Dor e | lazo menor 


3* , 2 
íptó. a- — j 
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r** i ^ 2 

2 J. r" ' , „ ¿t hallar el área de la región sombread, 

24 . Dad» la curva r = ^ ». - * 1 * 


¿D. 


„ ii* , 

Rpta. b. — 6 


«• El área * ¡* l^ón encerrada por el lazo menor 
c H área de la reglón dentro del lazo mayor, pero fuera del lazo menor. 


b. í-l 


¿ ¿ 2 I 2 

26. Hallar el área de la región encerrada por el rizo 

r = flsec 3 (^/3),-7t<(9<7r. 

Rpta. 72V r 3fl 2 / 5 

27. Hallar el área de la región de la región Interior a 

r= 2-eos20 y exteriora 
r = 2 - eos 0 

Rpta. 51^3/16 

28. Hallar el área de la región que es interior a 
r = 4 sen 0 cos‘0 y exterior r = sen 0 . 

Rpta. UbH 

6 8 

Halar el área de la región que es interior a 

r ~2 + eos40 y exteriora r = 3-eos40 

la región interior a las dos curvas 

eos 40, r = 3-eos 40 

fyto. a. 5/3 . 

5;i/3 b. 37 a/6 - 5^3 
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SECCION 7.4 


"I 

¡>E I 


Mí lTLII> »E ARCO Y AREA DE SUPERFICIES DE 
^REVOLUCION EN COORDENADAS POEARES 


-^MA7^I] Longitud de una curva polar 

E 00^ -^ Si r=J{0) tiene derivada continua en cr<0</?yCesla curva 

descrita por esta función, la cual es trazada exactamente una sola 
vez cuando 0 recorre de a y /?, entonces longitud de C es 


1= í.r + (£j" 


lostración 

áfica C de r =7(0)» - 0< /?, la consideramos como la curva paramétrica: 

í x = r eos 0 
= r eos 0 

Tenemos que: 

= í-r sen 0 + 


C: 


—eos 0 

¿0 J 

= r 2 sen 2 - 2 sen 6 eos 5 cos '0 

fJ-H 

, „ dr ( dr Y 

= r eos 0 + 2 sen Seos 0 —+ I — J sen 8 
Lue6 °’ : fdrY 

I)’ *(«J t “ !#) * (Sí * A") 


De acuerdo al teorema 6.4, 
L 


i.w 


de 


Hallar la longitud de la cardiode r- fl(l + eos 0) 

Elución 




























frtOKEMA 7.6] Are» de «n» «up ___ 

Sea r ~j{ 0 ) una función con derivada continua en a<e<fí 
ea de la superficie de revolución generada por el grifa f 
A n< fí < ñ al uirar alrededor del 


área oe «a «upemcic ut newiuuun ge 
r ai 0 i p al girar alrededor del 

r /Jf 

I. Eje polar es A * 2;r I 

» a 


/(0)sen0, r J + 


. (£l* 

2. Eje 0 « j ei A-2xj f(0) cosfl^r 2 + </0 

Demacración 

^*t°* rcsu liados siguen inmediatamente de las fórmulas correspondiente 
arcai de superficies de revolución generadas por curvas paramétricas dadas en 
teorema 6.5 y de las ecuaciones: 


/(I)W-W 


*‘ru>%0-f(0 )eos o 
y-r^e./ ( g )icn0 

Hjualdaj ts probada en la demostración del teorema anterior. 


ar ' ,irca ^ superficie generada por la lemniscata 
l *'‘O í unlO,a*Q 
*• Al girar alrededor del eje polar. 

^lacléa * 1 " 1 ' al,t< l*dor del eje 0 - n/2. 




c^u«“ d ** p " u, “ «9, 


. -níacata e* simétrica respecto al eje polar y al eje 0- - 

£ §ta 7 ' 

-«itcuencía, el área buscada e* el doble del área . 

cuadrante, el cual « el grMíco de •"» el ““ «•* 




r - aJ~co%W , 0 í <9 í— 

4 


LiXg 0 ’ 

a . >4 ^ 


-7S 

J ' f(6) scnffj r 2 d(9 -4* £ 

. 4 H» 2 J* + ‘ ~ 2 mr[ 2 -y/ 2 ¡ 

b J-X210 J o J j o ^ 

Í jr/4 

cos0d0~4na*[ser\0]*' = 2^2 nf 


I co*20 


<W eos 26’sen 9 -=L=de 
Jco%20 


eos 20 eos 0 rfi? 

vf eos 20 



PROBLEMAS RESULTOS 7.4 


IPROBLEM A Í71 Hallar la longitud de la espiral r - e* 4 desde 0- 0 hasta 0 2n 








































1 PROBLEMA 3.] Area de la superficie de una manzana 

Hallar el área de la superficie generada, al girar alrededor del eje 
polar, la cardiode 


Solución 


r = a(l + eos 6) 


Esta cardiode es simétrica respecto al eje polar. Por 
lo tanto, sólo precisamos la el arco de la curva que 
sta so re el eje, él cual se obtiene haciendo recorrer 
el parametro el intervalo 0 < 0 < n . 

Tenemos que: 


k/2 




(l + eos 6) +(-a sen#) 2 = a\/ I + 2cos 6 + cos i 0+s®'"** 
a 'Í2+2MTe= I + eos i? 


^^{'/(fljsene 




D , 3y[2-2-Jl , , 2 + ^3 

Rpía. --+ ln- 


Rpta 3>7ta/2 
Rpía 2y¡ 2 jt 


8. r- V 1 + eos 20 , O<0 <2tt 

9. Hallar la longitud del siguiente arco de parábola 

r= -—-——, a> 0 >-tc/2 < O < tú2 Rpta a^>/"2 + ln (V2+ljj 

10. Hallar la longitud del siguiente arco de parábola 

r=^-sec 2 0/2, a > 0,-;ff2 < 0 < fl/2 Rpta j/2+ln (/I+ l)j 

*!• Hallar la longitud del siguiente arco de parábola 

1—-—-,a>0,^2 <0<5nf2 Rpta a\yÍ2 + ln U 2 +l)l 

^ ar la longitud del lazo de la curva 
r =*sec i m),-n ¿e ZK. 

Rpta. 12 73 
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494 enerada por I a circunferencia 

, ss?” 

*. ,;e polar *P“ 4 ' m 

<|gjwr alt«* d< ’ r ,. ie generada por la circunferencia 

« a> °, , . , 2 

73 - £ Rpta a 

t*.*****''* , . 

enerada por la porci 




SECCION 7.5 

ECl ACIONES POL ARES DE LAS CONICAS 


Us tres cónicas han sido tratadas separadamente. A continuación vemos como!* 
tres sor descritas bajo un mismo concepto, del cual son casos particulares. 

TEOREMA 7.6 Sea L una recta del plano, a la llamaremos la directriz, f a 
~~ punto fijo que no está en la recta, al que llamaremos el foco, y < 
un número positivo, al llamaremos la excentricidad. El coajog 
de pumos P del plano tal que | PF | = e ¡ PL\ 
es una cónica. Aún más, la cónica es una: 
a. Parábola si e- 1 b. Elipse, si 0<e<l c. Hipérbola si c>l 

Demostración 

Loábamos al foco F sobre el polo y a la directriz L 

* f * una dlstan cia d. y perpendicular al eje 
polar, esto es L: jr = ¿ J 

f\ r > fy, se tiene que: 

PF = r -l«| ~d-rco% 6y\PF\ = e \PL\ => 

r ~ e (d~r eos 0) (i) 

La ecuación c 


1 cartesiana de | a fórmula 


anterior es: 
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■ordenadas F 



e(d~ x ) ==> ^ + y ! = e : íf 2 -2e 2 dx+ eV 

1 (\-e 2 )* 2 + 2 de 2 x + f = ¿d z (2) 


C** 1 '* , a ecuación 2 se convierte en / - 2dx = d\ que es una parábola. 
Si ' 

,2^ 


: 1 


c**° 


..ación 2 dividimos entre 1 - e 2 y completamos cuadrados. 

En,í + ^_= *1 => (,♦ * t ♦ JÉ_. 

l -« 2 1_e ^ (l-e 2 ! 2 


rM 


í 2 íf , ... e 2 d" 

l _ _y dividimos entre - 

Hacemos* ,_ e 2 ('-* 2 ) 


(x-h) + _ 1 

e 2 rf 2 e 2 ^ 2 

Pí Mr 

Hacemos a 2 =-^-.dondeoO. 

Luego la ecuación antenor se escribe: 

(*-*? + > : 


(3) 




= 1 D) 


Si 0<e< 1, entonces a 2 (l-e 2 )> 0. Sea y (3) se escribe: 

(4) 


a 2 6 2 
Vemos que tenemos una elipse. 

Si e>l, entonces a : |l-e : )<0 = -l)>0. 

Sea ó 2 = a 1 (e 2 - lj . Entonces (3) se escribe asi. 

( x - h )' _ ¿ « 1 (5) 

v fl2 ^ 

^ emos que tenemos una hipérbola. 

































Capítulo 7. 


__^y^jONíU cjón (3) es un¡1 elipse, entonces 

•„ en la ecuación (4) de la elipse, 

g, consecuencia, (6) 

„ el menor de los denominadores. Aún más, en este caso, des pejan 

ecuación (ó) obtenemos 

— (7) 



10 e e 


, si e> 1, ose.si la ecuación (3) es una hipérbola, entonces en I, ec 
1 b 2 = a 2 (e 2 -\) (8) ° n 


( 5 ), 


es el denominador del término negativo. Aún más, en este caso <W 
„ esta ecuación (8) obtenemos_ ^«Kh, 


íTVb 2 


(9) 


CONICAS CENTRALES 

De la elipse y al hipérbola se dice que son cónicas centrales, debido a 
dos cónicas, a diferencia de la parábola, tienen un centro; o sea un punto re qUeestas 
cual estas curvas son simétricas. Esta simetría respecto a su centro nos i j PeCl ° al 
cada una de estas cónicas tiene dos focos y dos directrices. El siguiente teorem ^ 
dice donde están localizados estos focos y estas directrices.. 3 n ° S 

[TEOREMA. 7.81 Si una cónica central tiene por ecuación 


a 

Entonces 


v 2 2 

w 


M) 


= 1 donde a > 0, 


1. Un foco es - (-ae , 0) con directriz L x :x = -- y 
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„iost rJ,c 

pC problema resuelto 4 . 


^-r^cróÑD Cuando se estudia la elipse ¿ + ¿ = . _ . . 

qBSE!^-— a 2 ¿2 1. a > b, en forma 

individual y no unificada, como lo hemnc u u 

iot^ocos- *.»s zsr. 

¿ LL »:rr r~ ~ •• *—.» 

embargo, de acuerdo a la fórmula (7) S S ° n ± ° e ’ °^' Sin 

(± fle, 0) - (± a - b 2 Ia , 0 ) = (± , o) =( ± c , o) 

Esto nos dice los dos tipos de focos coinciden. 


gJÉMPLÓT] Dada la elipse ~ + ^-= 1, hallar: 


a. La excentricidad, b. Los focos, c. Las directrices 


Solución 

a. Tenemos que a = 3, b = 2. Luego, 

_ Va 2 -ó 2 _ >/ 3 2 — 2 2 _ /5 
6 a 3 3 

b. F, = (-ae,0) = (-3/5/3,0) = (-/5,0) 
F 2 = (ae, 0) = (3/5/3,0) = (/5,0) 



c .Ux = -- = - 


3 

/5/3 




3 

s/5/3 



r—- - 2 2 

íli^ MPLO 2.1 Dada la hipérbola --— = 1, hallar 

16 9 

a. La excentricidad, b. Los focos, c. Las directrices 

Solución 

Sla ^P&bola corta al eje Y. Además, Tenemos que a = 4 y b = 3. Luego, 
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y— £9+^ _ 1 

'^(0. *)~(°-W 4 »° (0 - s) - 

a J_ = -ií = -3 ,2 
c.u--y°- 7“"j/4 5 


Ca Píhilo 7 . 


-°ord 




U^ÓRÉmJJj Ecuaciones polares de las Cónicas 

Seae la excentricidad de una cónica y día distancia del foco a la directriz 

Si el foco de la cónica está en el polo y su directriz es perpendicular al • 
entonces una ecuación de la cónica es e Je po^ 

l r = ed _ si la directriz está a la derecha del f oco 

1 + e eos 6 


2. r 


=-—-. si la directriz está a la izquierda del foco 

1 - e eos 6 

Si el foco de la cónica está en el polo y su directriz es paralela al 
entonces una ecuación de la cónica es 


e Je polar, 


3. r = . 


I + e sen 


4. r=. 


ed 


1 - e sen 


— si la directriz está arriba del foco 
6 

— si la directriz está abajo del foco 
6 


Demostración 


S' P(r, 9), se tiene que: 

1^1 r An\=d-rcos9y\p F \~ 
'•«(rf-rcos e^ed-ercosff -> 

'•0+ecosé>) = e¡/ => ed 

1 + e eos 6 



jenadas Polares 


499 




[EJEMPLO 3. 1 Una parábola tiene su foco en el polo y su vértice en el punto 
(2, 3^2). Hallar: a. Una ecuación de la parábola, b. La directriz. 

Solución 


a. Como el vértice de la parábola está abajo del 
foco, la directriz también está abajo del foco y al 
doble de la distancia de este al vértice. Esto es, d 
~ 2(2) = 4. Luego, tomando en cuenta que e = 1. 
una ecuación cónica de la parábola es 


, I - sen 0 

k k* directriz es y = - 4, o, en coordenadas polares. 



u. 

Dnctni 




L : r sen0 = -4. 






































T^orecA 

B ^s Tecmcoi. 


Capítulo 7. 


0CCJ2Í 


< " 00 fd( 



uec u.etón< (eun ’ CÓnÍe ‘ l “ 


. r/%ar i» cónica 

, jdcn tincar correspondiente al polo. 

. Hallar la d,re 

í&sss.»* 


»— ” 2 ’ '■. 

_,, Como o < « < M* cónica es una e,l 'P se - 

Vemos que^' 2 - 

3 . a . íé=> d- «■ Además, la forma de la ec uación 
b Teneos que■ J 2 n 

a- miz correspondiente al polo, que es un foco esta a la izquier 
ja directriz con y 6 0 en coordenadas polares, r eos Q = ¿ e| Polo 

Luego, la directriz esL.x ~ 6 

Los vértices son las intersecciones de la elipse con el eje polar ( 6 = 0) 

prolongación (6 = x) 

Tomando 0‘ Ose tiene: r = 6. 

Luego, este vértice es (6,0) 

Tomando 0- xst tiene, r — 2. 

Luego, este vértice es (2,;r) 

2a = 6+2 = 8=>a = 4. 


, . nos ^ 
a * a izaui#»^- , 

del F 

y con sy 





1 EJEMPLO 5.1 Una hipérbola de excentricidad c = 2 tiene un foco en el eje polar y 
la directriz correspondiente a está a la izquierda del foco. Si la 
hipérbola pasa por el punto (3/2, 4n/3), hallar: 


Solución 


a. Una ecuación de la hipérbola 

b. Los vértices. 

c. La directriz correspondiente al polo. 


U U eCuación S en cral de esta cónica es r = e l 

I - e eos O 


Como la curva 


I ~ 2 eos O 

PaSa por 4^/3), entonces 


. Pero e = 2 => 



Coor< 


donadas Polares 


2 d 


1 -2Í-1/2) 


tueg°- 


de la hipérbola es r- 


L° s 


0 ^ 0 => r " i - 2 eos O 1-2(1) 

Un vértice es ( -3.0) 

r ~ T- 2 eos 7 t 1 — 2( — 1) 


= - 3. 


9* 71 " 
El otro 


vértice es(l, zr) 


La directriz 


indicada es L>% x d. 


En nuestro caso, 
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vértices se obtiene haciendo O 0 y 6- Tren ecuación encontrada: 



la excentricidad y la FORMA DE LA CONICA 

Mostramos a continuación cónicas con diferentes valores de excentricidad. 
Observar que a medida e se acerca a 0, la elipse tiende a la circunferencia. 



e = 0,2 


O 


e - 0,7 


e = 0.95 




\ 




e=\ 


*-1,1 


e- L55 


e = 2 


LEYES DE KEPLER DE MOMYIEMOS PLANET ARIOS 

1.609, el astrónomo, matemático y físico alemán Johannes Kepler 
(1.571—1.630) publicó su obra Astronomía Sova , en la cual dio a conocer sus 
,nve stigaciones sobre el movimiento de lo planetas alrededor del sol. Kepler logró 
sintetizar en tres leyes la multitud de datos astronómicos logrados en miles de años 





























fe* 









hit- 


c *PíhiJ 0 7 


5U¿ 

„ us ley« de Kepler fueron logradas 
de^te **■* P- New.on un s.glo después. A qu , es,,^^ 

. rv O LEV DE LAS ORBITAS. Cada planeta se 

^conelsolenunodesusfooos. 



e ^Ueve 


re«i c ( 
S, %> 




cuy"'-- - 

in . , E v O LEV DE LAS AREAS. Cada rayo q uc Va . , 
StC bln^re^gualcs en la elipse en tiempos ¡guales. del Sol „ 

TERCERA lev o lev DE LOS PERIODOS. El cuadrado del n 
TEK , “ ¡lempo que demora el planeta en recorrer su órbita, „ Per 'od 0 . 

í«r¿S'"V *<■ ««• *»«. „ 

el semieje mayor, entonces Pla "«a y¡1 

‘ f = ka. donde k es una constante de proporcio na | d 




p *n*iio 


Segundo ley 


En la órbita elíptica de un planeta, el punto más cercano al sol se II 
y el punto más lejano se llama afelio. a Per *helio, 

Se simplifican mucho los cálculos si las distancias son medidas 
astronómicas (UA). Una unidad astronómica es igual el «enripio " Un ' dade5 
órbita terrestre. Esto es, ,CJe ma y° r * la 

1 UA = 150x10 6 km. = 92,9xl0 6 millas. 

Consideremos la tercera ley de Kepler. SI Tes medido en años terrestres v«« 
m da en unidades astronómicas, entonces la fórmula (i) aplicado al plañe,aL 
para la cual fes I yoes I. dice l 2 = *(|) 2 => k= ] 

astronómicas parata dLm de la ,ercera ley de Kepler, usando unidades 
P la d,stancia y Para el tiempo, se expresa así: 


T=a >rl 


(¡i) 


ti siguiente teorema 

Planetas. ' Wrema "<* ayudará determinar las ecuaciones polares de ^ 
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c»v 







ad-e 1 ) 


-- siguientes: 


“W e ) . . 

+ e eos 6 1 d d,rectnz está a la derecha del foco 


2. r = 

3. r = 


"Q-e 2 ) 

1 - e eos 6 ' lJlrectnz nlá a ta izquierda del foco 

“í 1- * 2 ) ., 

1 + e sen O " '* d ' r ' Ctriz arriba del foco 


a(l-e 2 ) 

I -esení 5 ' la d,reanz ^ abajo del foco 


Demostración. 

la ecuación (3) del teorema 7.6 dice: 

e 2 d 2 ed 




a = 


O-’) ('-•’) 


eJ=a(l-e 2 ) 


Reemplazando ed por a( 1 - e 2 ) en las 4 ecuaciones del teorema 7. 9 obtiene las 
ecuaciones indicadas 


[COROLARIO. 1 a. La distancia del foco al perihelio es r, = a(l-e) 
b. La distancia del foco al afelio es r, = a(l + é) 

Demostración 

Tomemos cualquiera de las cuatro ecuaciones del teorema anterior. Sea esta, por 
ejemplo, la primera: 

r _ a(l-e 2 ) 

1 + e eos 6 

La distancia del foco al perihelio es dada por 
esta ecuación anterior haciendo 0=0. Esto es, 

«0 Zñ 

1 -f e eos 0 1 +e(l) 1+* 

La distancia del foco al afelio es dada por esta ecuación anterior haciendo 6= ir. 

r, - °0- e2 ) . Rd-tt 1 ) . fülííLül-aO +e) 

1 +e eos n 1 +e(-I) 1 ” e 



Las ,e > es Kepler sirven también para estudiar las órbitas de cuerpos cometas. 
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A .... de , cometo l lolley tiene un» excentri c¡d . 

¡jsa. -rr e 17,8 H " ,ronrt,,,ic, “ " • 




ííJW ' su semieje m-r-y 
^ l .ecu.ciánP^ dcSUÓrb " 

• H ‘" ar /lo de su órbita- 

b.H‘l lue,pCr '° „ l4s cercano y lo 
c W.H»r l« ^ftlo del cometo al 
distancio más J d j s tancm del 

,,J\ 17,8(1 =e> 

3 ^= 770967 ^ 

I + e eos v 1 
b r=fl w =(I7,8) VI * 75 ' 1 aflos 

De acuerdo al corolario anterior, la distancia del sol al perihelio es: 

r, = o(l - e) = 1 W ‘ °’ 967) * 0,59 UA = °’ 59X 150x 1 °‘ * 

La distancia del sol al afelio es. 

..... ~ ~ __ 


V 


1,16 


I + 0,967 eos O 


«8 500.000 km 


DOS COMETAS FAMOSOS 


El cometa Haltey es el cometa más conocido de nuestro 
sistema. Existen registros históricos que este cometa fue visto 
el año 240 A. C. Sin embargo, recién es reconocido como 
cometa el año l. 758y le dieron el nombre de Hal ley, en honor 
del astrónomo inglés Ednwnil llulley (/ .656-1.742), amigo 
de Newton. El observó el cometa el año 1 682 y sostuvo que 
éste era el mismo que había sido visto los años 1.53 J y 1.607. Com#ta Hal,#y 
Además, predijo que volverían a verse el I 758. 

Efectivamente, el cometa apareció ese año Halley, para ese entonces, ya no 
estuvo presente para comprobar su predicción: Falleció 16 años antes. Este hecho 
fue uno de los éxitos más convincentes de la teoría de gravitación de Newton. 



ITT Ha,e ~ Bo PPM descubierto, independientemente, por los astrónon 
ZZlfalT T A ‘ U " " ul ‘ y Th °™* *opp. el 23 de julio de ¡M ■ 
wt , n ¿ br t a 7 ado el '° de ahnl de 1.977. Su periodo es de280 años y es /■« 
de año i mi■7 ,t r UC ^ come,a Halley. Fue visible a simple vista por un P crí ‘ 
interpretaron su nr * ro ” revue ^° en el mundo entero. Algunas «c 
tnasiveu. Ver el problema' 0 C ° m ° Un mensa J e divino, provocando hasta sui 





K niidiw Polarc» 


¿SABIAS QUE, 


s Kld’ 11H (/ - 57/ L630) nactó en una pequeña 
]OF A , mana Tuvo una niñez difícil Su padre lo puno a 
, {u dad ai Z de temprana edad cama trabajador de campo. 
„c¡bu} ür “trajo virguela, que le causaron problemas 
t~«Ae c - Zik manos y en la vista Años más tarde enirá 
donde lomó cursos de 


Aon# en las ‘ 

P ern,a Universidad de Tubtngen 

a Id c(jSi astronomía, etc Aquí estuvo expuesto al sistema 
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0dt^ at .hco 'de Copérnlco 
‘“fl filio se mudó a Praga, donde ,raba, ó con,,, Ul . /amoío a , lrónomo 

recito <*'»'•*■ ‘l l " en . ret "P' l, ' un “ Krun cantidad de dalo, auronim.cos, que 
doa ícenle después de la muele 7 llrahe. el año 1.601 


. que 

Keple después » .» — - »-»oe. «. ano i ot/r Gracias a estos dalos 
he#** iupuis de X arios de duro mraho , mular si» tres famosas leyes. 


PROBLEMAS RESUELTOS 7.5 


a. Hallar la ecuación de la polar de la elipse que tiene un foco en 
el polo, con su directriz a la derecha de este, a 10 y e - 1/2 

b. I tallar la ecuación de la polar de la elipse que tiene un foco en 
el polo, con su directriz a la izquierda de éste, b * 4 y e » 3/5 

c. I fallar la ecuación de la polar de la elipse que tiene un foco en 
el polo, con su directriz abajo de este, c * 5 y e - 1/5 


Solución 

a. De acuerdo a la ecuación 1 del teorema 7.10 tenemos que 


a(l-e 2 ) _ 10(1 — (l/2) a ) , HH3/4) 

1 + e eos 0 


30 


I + 1 cosfl I + ~ eos 0 
2 2 


, , b < 

Sabemos que br * cT(l - e ). Luego, a — y ' r V 

V 1 -C y l~[3l 5) 

Ahora, de acuerdo a la ecuación 2 del teorema 7.10 tenemos que. 
all-e 2 ) 5(l-(3/5) 2 ) 16 

'■^'77577'^ 

- Sabemos que c ■ ae. Luego, a m ele - 5/(1 /5) ™ 25 


16 


5 - 3 eos 6 


























La ecuación que buscamos es de la forma 
ed 



Ca P<luJo 7 . 


C oor 


1 1 1, 


,) 35(1 _ 24 _ 


I - -sen 0 


5 - 


120 


sen o 


los vértices de una hipérbola son (3, n / 2) v , , 
PROBLEMA —J (jna ccuac ,ón polar de la hipérbola. y ( " 7 , 3 ^ 


!).l, 

' h¡ 


\ 


el vértice (-7, 3«72) = (7. «72). Luego, como 2o es | a 


dis, a«ci a 


2a = 7-3 


a = 2 


l+e sen 0 


O) 

( 2 ) 




Pero, sabemos que a — 2 - => a ( e 1). (3) 

e -1 


Reemplazando (3) y (1) en (2): 

«(«*-') . 2 ( g2 -0 
l + e sen 0 l+e sen 0 
Reemplazando el vértice (3,7t/2) en (4): 

r =iíf!li => 3- 2 ( g2 ~') => a - 2 (e-l)(e + 0 

I+esen0 l + e(l) 

Finalmente, reemplazando e = 5/2 en (4): 

_ 2(e 2 -l) 2((5/2) 2 -l) 

' " -ZZÍ> f- : 


(4) 


1 +e 




e-5/2 


21 


l+e sen 0 


1 + - sen 0 
2 


2 + 5sen 0 


[p roblema 3 j Orbita del planeta Mercurio 

La órbita del planeta mercurio tiene excentricidad e = 0,206 
a distancia mínima del sol al planeta es 46x 10 6 km. 

'• Hallar la ■ong'tud del semieje mayor. 

Hallar la distancia máxima del sol al planeta. 

C ^ a ^ ar c l periodo de mercurio. 

d dlil ma [ Un SÍS,ema de coor denadas con el polo en el cenw 
_■ S0 ' ^ a Har una ecuación cónica de la órbita en esK 
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|uC ión. 

T’U'n'rt ’ 3 distancia del sol al planeta es la distancia del sol a! perihelio. Esto es 

. _^ _ /i v á£..tn( 

r.“>0' e) 

a = 57.934.509 km. 


■ 46xlo 6 

Ue imu% : 


La distancia máxima del sol al planeta es la distancia del sol al af,t , 
r , « a (I + «) = 57.934.509(1+ 0.206) = 69.869.018 km. 8 °' 

, Sabemos que T- a™, donde a se mide en unidades astronómicas y Ten años 
como nuestro es a = 57.934.509 km. transformamos es* medida en UA 
57.934.509 


= 0,38623 UA 


150xl0 6 150 x 10 6 

i, T= (0,38623 ) 3/2 = 0,240032 años = 87,67 dias 
«ü^i!= 57.934,509(1 -(0.206)») ^ r= 55.476000 



1+0,206 eos 6 


1+0.206 eos 6 


[P ROBLEMA 4.1 Si una cónica central tiene por ecuación 


Solución 


_2 + 2 /, n ^ donde a > 0, Entonces 

a a i 1 -^) 

1. Un foco es F, = (- ae , 0) con directriz I,: x = -ale. 

2. El otro foco es F 2 = ( ae , 0) con directriz L< x = aJe. 


Recordemos que a 2 = 


e 2 d 2 

(■-«■i 


■ .donde a > 0. Luego, a = 


Además, 

X 2 

7 + :r 


ed 

ed 

v^r 


r, si 0<e<l 


si e > 1 




= 1 se obtuvo de la ecuación (3): 






trasladando el origen (el foco) al punto (A, 0), donde A = - 

1. 0 < e <1. O sea, la cónica es una elipse: 

as nuevas coordenadas del foco son 


e 2 d 
1 -e 2 



































(jü o) - r* 0 )*< o «' 0). 

■,-(-h. 0 ) hrpr -°¡ I)-* 1 ) 

/. 2 \ 


La clips» es simones respecto al eje Y (y al eje X), luego, esta CU rv a „ 
foco, de coordenadas (-«». 0). cuya direc.nz correspondiente es L :, . . « 
Caso 1 e >1. O sea, la cónica es una hipérbola: 




fí¿J 

r-(-*’°> m (lZ7‘ °) m (j77 e ' °) m( ~ ae - 

La directriz correspondiente es 

J -(«*-*) o 

L: x = -ae + d=-ae + - = -- 




* ••pitillo 7. ( 


±£} .l 


•negó, la 


ecua ci 6 n dt 


'"S 


n 

e 


0 ). 


Esta hipérbola también es simétrica respecto al eje Y (y al eje X). Luego tenemos 

ro foco: (ae, 0 ) con su correspondiente mediatriz x = — . 

e 


PROBLEMAS PROPUESTOS 7.5 


En los problemas del 1 al 4 hallar- 


a. La excentricidad. 
1- 9/ + 25/ = 225 
2. I&t í + 9y ! = |44 

3- 4/-^= |6 

<• 4^-25^= loo 


b. Los focos 
Rpsta. a. c * 4/5 

a. e^yf7/4 
Rpsta. a. e = 

Rpsta. a. 0 -/ 29/5 


c. Las directrices. 
b. (±4, 0) c. x = ±25/4 
b. (0, ± VT) c. Jt = ±4/i ñ 
b. ( 0 , ± 2\fl ) c. y = ±2/fi 
b.(±/29,0) c. y-tli/J* 


En tos problemas del J „/ ;j , „ 

/°™ en el polo y cumn . ’ “ ,J l,ai 'nr la ecuación polar ile la cónica que 
imple las propiedades siguientes. 


lies / 1 


or""*’ 7 


- J/2; directriz x - 1 

5 # FJiP 5 ®’ 

6 Hipérbola: e- 4/3; d.reetnz a -9 
•ábola; x " - I 


7 paral 

g parábola; 

Hipérbola; 


vértice (4, n/2) 
3/2; x»-l 


9. 


Rpsta r 

„ i 


2 +eos 0 

Rpsta. r 

» _36 


3-4cos 0 

Rpsta , 

r = - 1 


1 -COS 0 

Rpsta 

r-_¿_ 


1 + sen 6 

Rpsta 



2-3cos 0 

Rpsta 



11. Hipérbola; * = 4/3; r = 9cosec0 
12 Elipse; vértices en (6, nt2) y (2, 3^/2) 


CI <? = 4/5; directriz r = -5sec 0 

jO. EHP SC ’ _ 

4-3cos 0 

Rpsta r - 36 

3 + 4sen 6 

Rpsta r- - ^ 

2 -sen e 

13 . Hipérbola; vértice en (2, ^/2); directriz y = 3 Rpsta r= 6 

l + 2 sen 6 

14. Hipérbola; vértices en (1, n¡2) y (3, n/2) Rpsta r= 3 

l + 2 sen 6 

15. Hipérbola equilátera; vértice (3, 0) Rps¡ a r = 

2+-/2cos 9 

En los problemas del 16 al a. Hallar la excentricidad, b. Identifique a la cónica, 
c. dar una ecuación de la directriz. 

Rpsta. a. e = 1 b. parábola c. y = 8 

Rpsta. a. e = 3/4 b. elipse c. y = -8/3 

Rpsta. a. e - 5/2 b. hipérbola c. x = -7/5 

fl/w/a. a. e = 5/4 b. hipérbola c. x = 2 

20- (Planeta Tierra) La órbita del planeta Tierra tiene excentricidad e = 0,017 y la 
longitud de su eje mayor es 2 a * 2,99x 10* km. 

a * ^ a distancia del sol a la tierra en el perihelio y en el afelio 

^ H°r Un s ’ slcma ^ coordenadas poniendo el polo en el centro del sol. 
a ar una ecuación polar de la órbita de la tierra en este sistema. 


16. r = 

8 

1 +sen 0 

17. r- 

8 

4 - 3sen 0 

18. r = 

7 

2-5cos 0 

19. r = 

10 

4 + 5cos 6 
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nada sP ol 


51° 


1,49 


, 47xl0‘ W- 

RpS, “' *' ' laneta Plutón tiene excentricidad e = 0,249 ^ 

, ila órbi» del P » 
piutó*) 39,5 UA- 


1 ,52*10 8 km- b * ; 1 + 0,017 coTí? 


ta Plutón) ^ Q 5 U a. 
ir la distancia del p 


aHal'arl 

b . Hallar su penodo • ^ po niendo el polo en el centro del sol, 

sistema de coo en este sistema. 


:ssssí£S==---r:, 

Ppsta. *. 29,66 UA, 49,34 UA. b. T- 248,2 an t _ 


0,249 cos0 


M rte r La órbita del planeta Marte tiene excentricidad e = 0,0934 y» 

22. (Planeta Marte) La ormia u y 

distancia del sol al penheho es 206.520.00U Km. 

a. Hallar la longitud del semieje a en km. y en UA. 

b. Hallar la distancia del afelio en km. yenUA. 

c. Hallar su periodo T. 

d. Tomar un sistema de coordenadas poniendo el polo en el centro del sol. Halla 
una ecuación polar de la órbita en este sistema. 

Rpsta. a. a = 227.840.000 Km. a 1,52 UA. b. 249.010.016 Km.«1>5H'A 

c -1,872 años d r =¡ - —72 

y, (Cometa H 1-0.0934cosí 

2 } 80 añoüy'su ór°h P l P> , La Órb ' ,a del comc,a Hale-Bopp tiene un periodo de 
t ” al >" la longitud .!?' eXCentnc,dad e = 0, 9951. 
b ; ” al 'wla distanciaíll 5 '?? mayor en UA - 

' ¿7 ar ■» sistema di?! “ . perihelio V al afelio. ^ sol 

dr “na ecuación noU ?. rd ' nadas poniendo el polo en el cent 
Rpsta ‘ a. „„ f C a del cometa en este sistema. ^ 


uvi tuiiiui 

0 - 8 735 UA, 355,65 


UA. c. 


1 + 0 / 






SUCESIONES INFINITAS 



LEONARDO DE PISA 
(FIBONACC1) 

(1.170 -1.230) 


81 SUCESIONES REALES 

8.2 SUCESIONES MONOTONAS Y ACOTADAS 
















U 0 M* oootnsA 

(FIBONáCCI) 



nF pisa, más conocido como Fibonacci, nadó en l a c , . 
LEOSARDODt- r ¡m Bomocc ¡, tenia un cargo diplomático en "«W 
d ‘ m ; P m,er¡o marítimo en en el nortesle de digería. Africo. a"?' a K t¡¡ 
Bejaia). « n P“f ¡k ■filias Bonacci" que significa "hijo de BonaccP ^C 
fíb0 Zlda^,ó en estoparle de Africa, en contacto directo con , a cu¡ £ 
Somáticos en Burgia, y reconocía lo gran ventaja que ofrece 
numérico indoaráhigo sobre el romano, que usaba el mundo occidental. 

r tintín / 200 regresó a Pisa, donde se dedicó a fomentar el desor, ,, 

J, "ática, alcanzando gran renombre. Publicó varios libros entre los que ,¡ * k 
Líber Abad (1.202), Practica Ceotriae (1.220), Flos (1.225) y Líber r .,- ., ‘ 

Su trabajo fue reconocido por Federico II, rey de Alemania, 

_ \ • «i funrlnsinr ¿ 4 p !n IInivprzirinsl 


Su trabajo Jue reconoc iuv yu, . 

ApI Sacro Imperio Romano y fundador de 


' m y Líber cuajL^ 

— Alemania, de Sicilia 


EL libromás influyente de Fibonacci fue Líber Abad. En él presenta al m 
europeo la notación arábica para los números (1, 2, 3, etc.). En la tercera 
de este texto aparece el ahora famoso problema de los conejos: CCl0n 


Cierto individuo puso un par de conejos (hembra y macho) en un lugar 
rodeado por todos lados por una pared. ¿Cuántos pares de conejos 
pueden reproducirse de este par en un año si se supone que cada mes 
cada par reproduce un nuevo par, el cual el segundo mes se vuelve 
reproductivo? 


La solución dio lugar a la sucesión: 1, I, 2, 3, 5, 13, 21, 34, 55 89, 144, 
llamada la sucesión de Fibonacci. Cada término de esta sucesión es igual a suma de 
os os anteriores. Actualmente, Leonanardo es más conocido por esta sucesión que 
por sus otros trabajos. Esto se debe a que esta sucesión y sus implicaciones 
P^ recen con frecuencia en muchas de la matemática y en fenómenos de la vidarai. 
Este tema retomaremos más adelante. 


PARALELOS 

GenghriKhan'n /¿í lranscurri ° ,a vida del emperador i 

con Alejandro Mavnn a 1 1 . ^ los Rondes caudillos militares com¡ 

muele, en 1.227 su / ™ ^ ^ LSa ' ^enghis Khan conquistó Ciña y Persia 

hijo, Ogadai Khan ** ex ¡ enc ^ la en casi toda el Asia hasta el mar Cas 


muele, en 1.227, su i, , . ^engnis Mían conquistó una y rw 

hijo, Ogadai Khan r Se exten ^ a en casi toda el Asia hasta el mar Ci 
£¡ suJtán ^ t mó con las conquistas, anexando Europa Oriental. 

Para reconquistar Jerm!' 1 ^^ desalojó de Jerusalén a los cruzadas en 
Bart >a Roja del Sacro /i " ürmó la Tercera Cruzada por los reyes l 
Corazón de León de Inglnt Bomano > Felipe Augusto de Francia y 
ra Fsta cruzada fracasó en su objetivo. 
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SECCION 8.1 

SUCESIONES UF.ALEs 


Consideremos la sucesidn de '--adradosde los entero,positivo,, 

L os ires ú' timos P un,OS * U *P“ S ' V “ mdican <)“« los términl continúan 
en que aparecen estos términos es esencial Fi ü 
E do es 4> el tercero es 9, etc. E1 pnmCT *nwno es 1, el 

5e8 * U lta sucesión la podemos pensar como una corresDorwW;. 

ero ^siíivo su respectivo cuadrado «P-denaa <1“ “>gna a cada 

1. 2, 3, 4. 5, 6, 7 

i i 4 4. 4 i i ' •*J — 




En términos más precisos, esta sucesión no es otra cosa que la fundón 
/: 2 + —> R, f{n) = n 2 

Tratándose de sucesiones, para representar el valoran) se usa una letra minúscula 
con n como subíndice: 70 /) = a n . 


^É FÍÑÍCIOnT ] Una sucesión real infinita, o simplemente una sucesión real es 

una función de /'Z + — donde 2 + es el conjunto de números 
enteros positivos. Si J[n) = entonces a esta sucesión la 
denotaremos por {a n ) y {aj^, o presentando sus términos en 
orden creciente de los subíndices: 

<*t. 02 » Ai» • • 0*, • ■ . 

El término ai es el primero, ch es el segundo, a? es d tercero y 
a„ es el término enésimo o término general 

De aquí en adelante, cuando decimos sucesión, sinifica sucesión real infinita. 


[ejemplo 1.' 


A continuación mostramos algunas sucesiones. A cada una de 
ellas las presentamos en dos formas: En la primera mostramos 
los cinco primeros términos de cada sucesión y el término 
general a n . En la segunda forma, usamos la notación estándar 


'• *• {2. 4. 6. 8. 10. 2n.. . .} 

1 MO, 2, 0. 2. 0.! + . •} 


U -i. 2 3 4_ 

2 ' 4 ’ 8' |6 



b MIi 

b . H-o-i;, 




















—TT^n Extendemos nuestra definición de sucesión en 
fOBSÉRVÁCÍONj • término corresponda . cu,| quier ^ 

necesariamente i). Asi, s, consideramos la t ' 

números reales cuyo término general es % ¿ 

primer términos es a, = -J 3-3 = 0, ya que a , = ^L' 3 • el 
_.y3J no son números reales. V Hj 

” Si una sucesión comienza con el término k, escrih 

lr< 



|SMPLÓ2j Dada 


a. Hallar los cinco primeros términos. 

b. Graficar en la recta numérica los cinco términos hallados 

c. Graficar en el plano los cinco términos hallados. 


Solución 


1 1 


a. = 777 = T’ 02 


2 + 1 3 


2 

=-, a 3 


3 

3 + 1 


4 ’ 4 4 + 1 


- 4 „ 5 

T » a 5- 

5 5 + 1 


b. 


0 


1 


1/2 2/3 3/4 4/5 5/6 


C. 


Y 


X 



— ■—b 

01 i 


■+ 

2 


H-h 

3 4 


+ 

5 



t KjYMPLqT) Los siguientes números son los 5 primeros términos de una 

sucesión: 

l .3 j4_ 

1 ’ 8 ’ 27 * ~ 64 * 125 


Italia 1 " una fórmula del término general a„ de una sucesión 
8 cuyos cinco primeros términos son los dados. 

b Hallar el sexto término. 

„merador es 2 = 1+ 1 , el segundo es 3 = 2 + 1, eltercero es 4 = 3+1, 
fl P n,1ier ue el numerador enésimo es n + 1. 

A. r M i 


Vem° s 


que í 

etc '"' , enom inador es 1 = l 3 , el segundo es 8 = 2 3 , el tercero es 27 = 3\ 

El P rinlCr e el denominador enésimo es n J . 

Vem oS 4 . 

etc * ositivo y el signo negativo que acompañan a las fracciones se alternan. 

ElSÍ8n °nca que el término enésimo es multiplicado por (-1)" 0 (-iy^. C omo 
Est oSÍg nl 1 Q es positivo, escogemos a (-1)^. En lugar de (-l)"* 1 se puede 

e l prim er te ^ 

tomar tambieT1 enC ia, una posible solución para el término general de la sucesión 
En consec 
buscada es. 


= (-l)" +l n 3 o bien a„ = (-!)"■' „3 


n +1 


n +1 


dn 
6 + 1 


b. 06't 


¿3 =- 


7 

216 ' 


En el ejemplo anterior, en vista de que sólo se conoce un 
número finito de términos de una sucesión de infinitos 
términos, la solución encontrada no es única (por esta razón, 
en el ejemplo anterior no dijimos “la fórmula”, sino “una 
fórmula”). En efecto, otra posible solución es 


b„= (n- l)(n-2)(n-3)(n-4Xn-5)+ (-1) 

El sexto término de esta nueva sucesión es: 

6 + 1 

, _ m/yumnviu í-lfT-- 120- 


.ir-l - 


n +1 


25.913 


SUCESIONES CONVERGENTES 


En esta parte, muchas veces escribiremos simplemente en ' u = ar 

Decimos que una suces.ón «U nene limite el numero L y es ^ b ’ rem ° 

Dm ci„ = L, si a „ puede acedarse a L tanto como se quiera, tomando a 


suficientemente grande. 

„ Si existe el límite, se dice que la suces.ón {*.} converge o es convergente. S, el 
,m ' te no existe, diremos que la sucesión diverge o es divergente. 






























^ «cis* el concepto de Wm¡«e de «na sucesién es e , sigu *>* 

térm' n0S p te - 

La sucesión {aj ^ Iímite ¿ ° con ' ^c a £, y 



5ua , 5 ,on ' ,s 


j n /in» fas 


si p ara * 


/»->® 

todo s>0, existe /V>0 tal que 

/i >vV => |« /( - L\< e 
En caso contrario, diremos que la sucesión diverge. 

6n témimos más precisos, esta definición se expresa así: 

üinfl(i = í «(V í >0)(3^>0)(«>N^| aii _ jt(< 

//-><*> 7 
Pvipen en esta definición que >V sea un entero. Esta . 
ques, A-no es entero, se toma como /Vel entero más Próximo^."» 

a la derecha. 


ír msrRVACio^n De esta definición anterior se obtiene fácil menl( . 
- -(problema resuelto 14 ): me 


Um «„ - L » Lta a„ + k -L, donde * es un ent 


Recordemos la definición de límite en el infinito, dada en el capítulo de lím t 
texto de Cálnculo Diferencial. es del 


Sea / una función definida en un intervalo de la forma ( k , +oo). 

Um/(r) = £ o ( Ve >0)(3JV >0)(.v>A => |/(a-) | < e ) 


Si en esta definición nos restringimos al 
definición de Um = L, lo cual nos dice 

n —>oo 


caso, x - n y /(/;) = obtenemos la 
que los límites de sucesiones son casos 


Cálculo Diferencfal'"fbh ^ ,unc ' oneSi trata dos en el capítulo de límites del textc 
de los limites de funcioné ¿ este re f u,tado ’ podemos afirmar que las propieda 
estas propiedades están ^ ^ Va ,c ^ as tarr *t>ién para límites de sucesiones. Ei 


Í.Launicidad del lí m j te . 

2 * Las leyes de los límites. 

3 ‘ 1 l ‘ orcm a del emparedado. 

4 ' Lapropiedaddesustitución. 
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5 '\enunc.^ adelante.Es.os 

c^’ie C*' cu '° DiferenC ' a1, n ° PreC ' 5an Ser demostrados. maS aP “" 0 2 
je' teItt0 * INTERPRETACION GEOMETRICA 




Heco r< 


demos que \o n -L\<e <^> L-e<a n < L + e 

■ T/ 4 NUMERICA. 

¡ ón nos dice que todos los términos a n donde n > N 


u defin' c,on . 

1 i„i-£ <a " <L + e. 
¡nterva'o i 

0 


están dentro del 


V # b t+e 

: i ■ -e 


a. 


en EL 


plano. 


(n>N) 


, a definición nos dice que todos los términos a n donde n>N están dentro de 
la franja encerrada por la rectas horizontales: y = L-e, y = L + e. 


L+e 

L 

L-e 


» . ' * *» ‘i S 




n n +1 
(n> N) 


1 


[EJEMPLO 4. | Si p > 0, probar que Lim — =0 

n ->oe fjP 

Solución 

Dado e> 0, debemos hallar N> 0 tal que n > N 
Bien, 

<e o —<£<=> -o n > n/177 


-0 <£ 


1 

- 7 - 0 

<£ O 

1 

n p 


It' 


En consecuencia, tomamos N = \'J 1 e . 




La sucesión {cj w }: 

a. Diverge a oo, y escribiremos, Lim a n = oo , 

n -►« 


si para todo Ai > 0, existe ;V> 0 tal que n > !S 


«,>A# 






























lrtncs lnfiniws 

<¡ ll c>'*' apcs 

C»p ftul ° __ ao v escribiremos, Lim 

b piver ge a ’ 7 «->« 


®/l * — 00 



*N 


s , par» todo <V <0 ' exls,c /V> ° ' alque » > 

nuevame n.c <i ue " m,tes=0 ° y .“R ^ 

Observar y de Lim /(*) — °». que se obl | Caso « 

particulares d<e ""H 


x =n , -,"00 

XI Probar que: a. ü_m 2 -« 


b. Lim 


V t 


»—— obvl “- Sl " ,mb,r8 ”’ ■« m-»»,, 

__; n nP? formales. 


, >N 

Aún mas, para eviw 

Bien, , n M 


2 n >M 


que M > ] 


En consecuencia, tomamos W ^ 2 

Observar que si O < M < 1. entonces In M es negativo y , por tanto, N= l !Ü 

• • _ 1n 2 

también lo es y no se cumple con la exigencia N>0. 


b. Dado M< O, debemos hallar > O tal que: n> N ^> (\ n) 3 < M 
Bien, 

(1-n) 3 <AfO 1 -n < y/~M <=> -n <-1 +\¡~M O n > 1 -¡J~M 
En consecuencia, tomamos N = 1 - >/ A/ • 


SUBSUCESIONES 

Si de una sucesión se toman infinitos términos conservando su orden se obtiene 
una subsucesión de la sucesión inicial. 


[EJEMPLO 6.1 Dada la sucesión de los enteros positivos: 

2 , 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12,. . . , *, 
Hallar cuatro subsucesiones. 

Solución 

1. La subsucesión de los enteros positivos pares: 

2. La subsucesión de los enteros ¿olivos impares: 
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, J- los enteros positivos que son potencias 

sU bsU<* sión , 4, 9. 16, 25.n\ . , 

J . l¡> uccS , ó n de l° s pomos: 1, 3, 5, 7, 11,13, .. . 



Las siguientes proposiciones son evidentes: 

Si una sucesión (o„| convergen a un limite L, entonces 
toda subsucesión de (o.) converge también a L. 

2 . Si una sucesión (a„) tiene dos subsucesiones que 
convergen a limites distintos, entonces la sucesión (a„l 
diverge. 

X] La sucesión [2 + (-1)" j esdivergente. 

los términos de esta sucesión son: 

3 , 1, 3, 1, 3, 1, 3, 1, 3, 1, . . . 

b ucesión conformada por los términos de subindice n par. 

{2 + (-l) 2 "} = ( 2+ '} = i 3 ) converge a 3. 

w la subsucesión conformada por los términos de subíndice n impar. 
En cambio, 

+ = U - 0“ IM converge al. 

En consecuencia, la sucesión (2 + (-l)"} dtverge. 


En 


efecto. 


ALGUNOS teoremas para calcular limites de sucesiones 

Se hizo notar anteriormente que los limites de sucesiones. 

Lim a n =L, Um a n = « y 

son casos particulares de los siguientes limites de funciones. 

Um f(x)= L. Lim/(Jt)=® > Um 

n —>oo n -♦ °o 

Como consecuencia tenemos el siguiente resultado 
¡ TEOREMA 8.1 1 Sea /:(*,+oo)-»R y A n ) = a - 

a. Si Um /W = ¿.entonces Um fl„ = ¿ 



























Sacc ,^l" ,iniu, 



„ s, um /w«„ =w 

P * JT-++* 0 

c S, Un. /(*>=-“•'“ 


*2(1 


-e° 2. IJm ?ÜLV« 

" -► « 1/n 


^Sm «—* * ““ ““ * cilo "° 

« . sen z _ 

v Lim-1 

7 2 -> 0 z 


= 1 Se tiene que x -+ 0* O * -» +« . Con este cambio de 


sen \/x 


los límites anteriores se transforman en 

• f,, fl ) t =e’ V Um =1 

JZoi xj 3 • r - > ' M0 V * 

En consecuencia, aplicando el teorema, obtenemos que: 


Va riab| e 


. a\ a , ¡_ sen 1/n 

Lint 1+- =e y Ltm—— 

„->*{ nj I/” 


[EJEMPLO 7.1 I. Hallar Um 

/I -»« 


/ t V» 
2+n 2 ' 


v 3+n y 


2. Lim a? sen — 
n — >00 ai 


Solución 

2+n 2 


1. Um 

n -> ® 


l 3+ « 2 J 


’ 2 / 2 A»' 

2 /n 2 +1' 


= Um 

n -> ao 


3/n 2 +1J 


Umí.af L-íl.íT 

. «-> «y ai y /»->ooy my 

Umfl+4Í Um í l+ “) 


(m = n 2 ) 


it 

sen - 


n 
sen — 


L Um j; sen - = i ¡ m n M 

*-** « = «■ Lim —r- - *( 1 )-* 

n —Kn 71 


n 


n 
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0* 



, í;| A dE L’HÓPITAL para limites de sucesiones 

K ntcrior nos permite usar la regla de L’Hópital para calcular limites de 
, r cm a a son indeterminados, como lo ilustra el siguiente ejemplo 


Hallar Um — 


es indeterminado del tipo 


^ Jí—. Aplicando la regla de L’Hópital tres veces: 
Sea /W " ¿ x +1 




Lim 


m t . 

+ oo C + 


-~ 2 i • 6* .. 6 

= Um —— = Ltm — = Lim — 

+ CO g X —* 4- CO ^ X —¥ 4- CO 

-3 


Luego- P or 


e t teorema anterior, Um — - - 0 

e ‘ 1 n -> ® e + 1 


^^CÍQNH Para simplificar la presentación, cuando se tenga que aplicar 
—" la regla de L’Hópital, saltaremos el paso de cambiar la 

variable n por la variable x, derivando directamente respecto a 
la variable n. 



Si Lim a n = L y f es continua en L, entonces 
n -> oo 

Um f(a„) = /(i) = /( Um a, ) 

n-+ oo ■ “*® 


[EJEMPLO 971 Probar que Lim yfñ = L 


Solución 


icion 

Sea y=<f¡¡ = n l/n . Aplicando la función logaritmo y tomando liimites: 

f— i _ ln ai 
ln y=ln \¡n = ln ai = - 


Lim ln 


n —> oo 


Um Um Ll (L’Hópital) = 1*|=» 

“ ‘ “ Al n -*00 1 


Considerando que la función logaritmo es continua, se tiene. 


ln í Lim 






■r. 
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^ ***-*—-■ s¡ ¡ 
si un. ->„= A y h " = * y c «una Co 

entonces 

i. Lim c = c 

i. 'm'+-‘!»+ mc4 

/»-> °° 

3 . u. (** o- a " * „ L ÍZ h - =A * * 

4. 

w-4® 

Lim </„ ^ 

,. fl /» _ »-»_* _= —, £ * 0 

6 Lim (<*i,Y ~ ( Limo,,] =A p ,p> 0, o„> 0 

oo' V //-♦* / 

. / \ í IJm b n) 

r “ = fe ~ A "’ A>0 y a »>o 



Demostración 


Las únicas leyes novedosas son 6, y 7. La 6 se obtiene de la 7 tomando la 
sucesión constante Lim b n = p. En consecuencia, sólo falta probar 7. 

n-*co 

7. Si y=(a n ) ^, entonces In y = In [a„ ) ^ = b„ [In fl„] 

Luego, considerando que la función logaritmo es continua, el teorema 8.2 y la 
ley del producto, se tiene: 

fe".') = ' = t' n *»]) = \ n U Z ' nfl ") 


Luego, 


Un >k) í) ' = Um y : 

II -4 CO 


n -4» 


( ,. 't í Um 4. ] 

Lim a„ '.»-+» 4 

V« -4 oo y 


ífflPLOlo] Hallar Um 5 ” 2 -3” + 4 

Solución 


í*» doe ncn«’ la,aS,eyeS2y3: 

Tel ” = Um (- + 1 | + AV Um - + Um + Um 

„ _M» V n rt /* / n ~><r, n n —>y> ri 2 n -> y. r? 

«ifli n 

^,<0 1 I 1 

= 5 Um-3 Um — + 4 Lim —= 5(0) -3(0) + 4(0) = 0 

„ _♦« n n -**> n n -*yj n 3 v ’ 9 


2n 4 -3n I +4 n 
00lÓJ3 Hallar Lm^ 5n *_8„ 5 + 6 

S» lucién . num erador y el denominador entre n\ la máxima potencia en la 
Se d ' V ' Luego se aplica la ley del cociente: 


2 _4 + A 

n 2 r r 3 _ » — v n 2 r? J 2- 

wr^ -o 7T 7 ó 2 - 

Ü* 1 5-- + 4 Lim ¡5 - - + — i 

n-** 5n n n 4 V n „« J 


* -3« + 


2 + 4n 


0+0 2 


5-0+0 5 



yQ Hallar Lim 


n/ 9n 2 +3 


n —► °o n 


Solución 


Introducimos el denominador dentro del radical, dividimos y aplicamos la ley 6. 
9 n 1 +3 


Lim 

n -4« tt 


-= Lim 


9n 


-Í— = üm J 9+ ~r = ■ 9 + Um L 

n 2 »-»»M « J N *->- n 2 


= V 9 + 0 = -/?=3 


I EJEMPLO 13.1 Probar que Um \fc-l, donde c>0 

-- I» 

Solución 

Aplicando la parte 7 del teorema 8.3: 


Um 

/I —► 00 


_ / \[ L»(V«) j < 0 t _ 0 _ 

yfc = Um c V * = ( Lim =(f) c 

n-4oo V *4« / 


lIIOREMAju ] Sean {a,} y { b .} sucesiones convelientes o divergentes a x ó 


Si a H ^ b„ para n £ «o» entonces 


Lim a H £ Lim 









































peirios tri,CÍÓn en ¡a demostración del teorema r 

««ir los r Sm lí a s S en nuestro texto de Cálculo Diferencial. 0rres Po ndj , 




'a&éióíJJ r = 





¿XlBXíMfMi)-.*, 


Esto es, 


n < Ül para n2 5. Luego, por el teorema anterior. 


' 2 " 


,, ni ,. h ! 

. T¡m í < Um — => Lim — = oo 
2 »— 2 * '■->“ 2 " 


tfOREmTsJI Teorema del emparedado o de la arepa rellena 
L " sucesiones. a 

Si a„ <b„ para n > n 0 y Lim a n = Lim c = 


•« = *, 


entonces Lim b n = L 
« ->» 


Demostración 
Por el teorema anterior, 

a n <b„<c„ => L= Lim a n < Lim b n < Lim c n = L=> Lim b„ = L 

n->oo «->oo «->oo /j _>co ” 


[EJEMPLO 15. | Probar que Lim H-. 

n ->oo /j" 

Solución 
Tenemos que: 

0< »[ = n(n-lXn- 2 ) . 



;)(*) • 




Luego, O <~ s i 
n n n 



O 



l 

n 


Capitulo 8 Sucesiones Infinitas 



I im I (-11= Lim - = 0. 
Tenem° s que ‘ | "I «->* n 


Luego, por ^ teorema 


anterior, Lim (-l) n -0. 



8 / 7 I Si Lim a n -L y 1*0, entonces las sucesiones: 


1 . {(-1)"«„} y 2. {(-1)" ~'a„} son divergentes. 

Demostración 

u subsucesión { (-l) 2 ”^ } = { « 2 . } converge a L. 

Usubsucesión { (-1) 2 "' 'a 2 „- 1 } = {-a*-,} converges -L. 

Luego, {(-1)X } diverge. 

2. Similar a 1. 


[T EOREMA8.81 Lim r" 

If —► 00 


0, si I r | < 1 
1, si r = 1 
oo, si r> 1 
No existe, si r £ -1 


^mostración 

^ er el problema resuelto 16. 

































LIMITES NOTABLES 

Los siguientes límites son de especial importancia. Los cuatro primeros ya han I 
sido probados anteriormente. Los límites 5, 6 , 7 y 8 son probados en los problemas I 

resueltos. 

Sean p>0,q>0y c>0. 

11. Lim — =0 2. Lim sfc= 1 ’ 3. Lim fñ = 1 

n-> « n P n -> oo // 


/ 4. Um fl+-l = e 
«-►oo^ n) 

M 7. Lim 

n —► oo 



... n q 

5. Lim —= 0, 

n -»oo a" 


a> 1 


* 8. Lim r" = 

« ->00 


ri a 

6 - Lim -° 

n -> oo e 


0 , si I r I < 1 
1 , si r = ' 
oo, si r> 1 
No existe, si eá"* 
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Capitulo 8 Sucesiones Infinitas 

SUCESIONES DEFINIDAS RECURS1VAMENTE 

g,, a .gun- jsjsssr - 1 ct ,ugar dc - «™* « 

S ' n csi()n es definida recursivamente si 
Ün “ Se esp ecifican los ténninos iniciales de la sucesión. 

\ Se da una regla «fórmula para hallar el término enésimo en función de los 

Z ' términos anteriores. 

Sea la sucesión (M. donde fe, = 1 y b,= nb ,_ K . 

K,lF; . a Hallar los cinco primeros términos de la sucesión. 

b. Hallar la fórmula correspondiente al término general b n 

c. Hallar Lim b n 

n ->°o 

Solución 

¿ssl ¿, 2 = 2 ¿>i = 2(1) = 2, b 3 = 3b 2 = 3(2) = 6 , 

3 b 4 = 4b 3 = 4(6) = 24, bs = 5b 4 = 5(24) = 120, 

l ego los cinco primeros términos de esta sucesión son: 

1,2,6, 24, 120, ... 

b Tomamos la fórmula de recurrencia b„ = nb„ _, y retrocedemos hasta llegar a b,: 
^ =:w ¿ )n _ 1 = n ( w -l)ó n _2 = n(n-l)(n- 2 )b n _ 3 = n(n-l)(n- 2 ). .2b, 

= n(n - 1) (n - 2) . . . 2(1) = ni 

Esto es, b„=nl 

c. Um b„= Lim n! =+« 

„ -*oo n->oo 


tfe 


JEMPLO 2071 Sea la sucesión {a„}, donde di 1 y «.-i ,1 a " “ a "^ 

a. Hallar los cinco primeros términos de la sucestm 

b. Suponiendo que esta sucesión conv erge, probar que 


Lim a„ * /í. 
n -♦« 


En el problema resuelto 4 de la siguióte seccón probaremos que esta sucestón 

¡divamente converge, 
lución 


a. = L 






















S occ^ lnHmt ' S 

CP"" 10 ’ , 

2 __) » 1,414216 

J/ |,4I6667 + | 416667 J 

04 2V 

. „ ,L. Se nene: 

cí Lim 

b ■ ”-** . 1 f 2 .) = 1 

. „ = Lim Hit I " a„J 2 

i = um »j n _»<*> 

/»-»*> 




¿ 2 = 2 


Um a 

" -Veo n 

¿= VT 


"«en. 


¿SABIAS QUE ... 

• we i 50» años, usaban la sucesión del ejemplo 

En Mesopotama. hace s, 

aprvnuarel^abrdeJ2_ ---______ 

P—PLÓ2T] LA SUCESIÓN DE FIBONACCI. LOS CONEJOS 

® lí!fk Iuapítulo comentamos que Fibonacci, en la tercera sección de Su , ikt I 
A , inicio ^ prob|ema de los cone jos: *• I 

Líber Abaci, p /f , 

nena Individuo puso un par de conejos (hembra y macho) en un l Ugar 

ndeado por lados lados por una pared ¿Cuantos pares de conejos 
rodeado por ^ ^ ^ m „„ ano „ Je supone qu<¡ CB(fa ^ 

cada"'par reproduce un nuevo par, el cual el segundo mes se vuelve 

reproductivo? 



S« 


v-apituio 8 Sucesiones Infinitas 

, ver nuestro texto Fundamentos de la Matemática, pag. 352) que la 
•je la sucesión de Fibonacci es-, 4 


, e ba (Ve , r de la sucesión de Fibonacci es. 


¡A 


e*P ri 


-esió 11 


c ott° cl ' r n ncés jacc/Mtj * 

* 5 , e! náii c0 J r ¿ es arrolló el año 1.843. Se afirma que esta 
* a 8 tf), Q uierl er a conocida por los matemáticos I^nrrtn 


ida 


¿SABIAS QUE .. . 

anterior , que da el termeuno general de la sucesión de Fibonacci, 

i (WT* 

f "~ 2 

orno l<* fórmula de Bmet, en honor al 
C Jacques Philippe Marie Bidet (1.786- 





los matemáticos Leonardo 

'frióla ya.r-ulli y Abraham de Moivre, más de un 
fules, Da p nr supuesto, que Fibonacci no la conocía 

■dú**-* IT. I- P. M. Bintt 

5,8 14W_5_ „ 1,618034... que aparece en la fórmula anterior, es un 

c¡ niW 0 2 

Se llama el número (p (phi) y aparece en muchas ramas de ¡a 

lU ' jn jer° f am0S0 ' i as artes y en muchos fenómenos naturales. Algunos autores lo 
„iü terrtád ca ' categoría que el númeron. Al final del capitulo hablaremos de él. 

„,,„en en la misma 6 _ 


PROBLEMAS RESUELTOS 8 .1 


^Tfrrrn A continuación se dan los 5 primeros términos de sucesiones. 

En cada caso, hallar una fórmula para eHémuno generaU. 
_cí la sucesión converge o diverge, tn 


En cada caso, hallar una tormuia ^ 

Determinar si la sucesión converge o diverge. En 

afirmativo, hallar el límite. 



Sea f n el número de parejas de conejos después de rt meses. 

Después del primer mes hay f\ = 1 parejas. , = j 

Como esta pareja no se reproduce durante el segundo mes, tenemos que ^ ^ ^ I 
En el mes 3 tenemos 1 pareja que ya teníamos mes anterior, más 1 pareja 
nacidos./, */ 2 + 1* 1 + 1 = 2 , núrner o de I 

Para hallar el número de parejas después del mes n 9 se deben sumar ^ ¡guaUl 
parejas del mes previo, /„_ j, con el número de parejas recién nacidas, q l 
f* el número de parejasdel mes n -2. Esto es, f„ = fn- \ + f» - 2 

En resumen, /, = l,/j=| y . +/„_ 2 para n*l 


3 4 5 

2 - “3. “7 

’ 16’ 32*64’ 

2 Y 

„ 3 a 

2 3 4 5 

3 ’ 4 ’ 5 ’ 6 ’ 

4. -2, “j* 

2 3 2 4 2 5 
'T í 2 ' 

6 . 0.9. 0,09, 1 


6 

~ 5 * 


7 ' tan 1, 2 tan i , 3 tan i , 4 tan - • 5 tan 5 * 
























5 


-Lj, 3^71’ 4-1/4’ 5-1/5’ 6-1/6’ 


S 30 


». (i-j). (Í'jH¡ '«)■(« ■>)'(> '«)• • ■ ■ 

Solución 

n 

i. *«• jrrr» 

üm -77 ” .‘i"! 2(2")” 2 ^«2" lí 0 ) 0 (limite notabl 

n -*<*> 2 


'e 5 ) 


2. a, = H)"jrrT 


En primer lugar tenemos que: 


Lim | ( _ l)"pT7 


= Um -/-r = 3(2) üm -1 = 6 Lim fil" 
" -roo2” 

= ó( 0 j = 0 (teorema 8.5, con r = 1 / 2 ) 


Luego, por el teorema 8.6, ^Lin^(-l) /, ^ r j-= 0 

- / J\ B+ ! n _ 

3. a, = (-1) — 

n+ 1 


En primer lugar tenemos que: 

n i • 1 

Lim -- = Lim 


= 1 


«-*« n+ 1 n -*oo 1 + \/n 1 + 0 

Luego, por el teorema 8.7, la sucesión U -1)" + 1 ■ n l es divergente. 

I n+ U 

I. a, = (-1)’ — 

n 

En primer lugar tenemos que: 

Lim — = Lim íl+-l = 1 + O = 1 

" -»• n n —¥ oo ^ n) 

Luego, por el teorema 8.7, la sucesión j (- 1 ) n J es divergente. 

En pnmer lugar, aplicando la regla de L’Hópital dos veces: 

.'”7 ■ . a¿ u.í-«. 


& 
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6 . a * 


2 ” 

_ r el teorema 8.1 , Um ~ 

lu ego.P ore 

I 

l " 10" 


Lim 


(, jJLl - Uro -i- = 1 - 0-1 


1 


„ * n tan „ 

7 -’ 

litn X^x x -* m cos(l/.x) x -><*> \/x oos( \j x ) 


0 *=iH, 


..‘í.skil-Hi)-' 


1 ° n " n + 1 " % +1 

Tenemos que: 


„ = n(w + i; _ n(n + l) _ n(/i + l) _ *+i 

-TT- 1/ ^ (« + i) 2 ” 1 rí 2 +2n n{n + 2) n + 2 

n + 1 /rt+1 

Lin, í_!-) = Lim — = Lim^=llO=, 

Luego» n ^oo ^n + l—l/(n+l)J n-»«/i+2 n-»«l+2 ln 1+0 

9 ‘ fl,= (ñ n + l) 

f¿_ 0= Lim -- Um -L= 0-0 = 0 

"JLL n + lj »-♦«» »-*®n+l 

10 . a n = (V M + 1 ” \l n + 2^ 

_ t _ A (V n +1 - >/ n+ 2 )(v «+l + v n^ 2 j 

Um (^í —fñ+2.} = Lta T^mTTl 


(n + 1) — (n + 2) --=0 

n J n+1 + V n+2 ■ -** ■% » + í ♦ * 


PROBLEMA 2. | A continuación se dan los terronas generales de 
- Determinar st la sucesión converge o dtverge En el pnmer .aso. 


hallar el limite. 

i n ln 

E On =- 7— 

n + 3V n 

$f¡¡ 

2 . a, = —— 

3. 

cosiur 

4, J.* —— 

a 

5 - a .-e'’sen («*2) 

A 

fc. j,*(lnny A 







































Capíwl° 6 

Solución 


Sucesiones 


Infinitas 


2 _ 2 = — = 
ÜU = ' iTúüT 1 ” " 1+0=2 


1 ..%^ '+fn 


$ /ñ _ Lim -~p 


2 Lim —prr r 2 +-¡¿= 2+ L ín,4r- 2 + 0 2 

/r -* 00 2>rñ + v n ^fn v w 


3 . En primer lugar, tenemos que 


(- 1 )" 


Lim -pr 
n -** yj n 


„ 0. Luego, por el teorema 8.6, Um — = 0 


Ahora, 

Lim 


l+(-l)" = Um -4r+ Lim_ ~T"= ° + 0 = 0 


rn 

4. Tenemos que: 

0 < Lim 

/»-►*> 

Luego, Lim 
n -►«> 

5. Tenemos que: 

0< Lim 


, U Z J7, »->” rn 


eos nn 


n 

eos /r« 


costf/H 1 A 

= Um!-1< Um - = 0 

„_,oo n n->*>n 

0 y, por el teorema 8 . 6 , Um — s " - = o 


Luego, Lim 


sen ( tvr/2) 
e n 

sen ( uní!) 
e n 


. Um ! sen(Wr ^ i< Um 1=< 


e" 


= 0 y, por el teorema 8 . 6 , 


sen(rnr/ 2 ) _ Ljm e -» sen(nrr l2)=0 


Lim 




6. En primer lugar calculamos Um(ln*)'\ usando la regla de L’Hópita!. 

y- 0 »*) 1 ' => 1 »^- ~~ => U»(M- PL ^ 

= Um 1/ ^ /|n ^= Um —= 0 => Lim y = Um (lnjc) l/jc = e° 

X —► ce 1 J-4 00 JClnJC JC -> 0 O 

Luego, por el teorema 8.1, Lim (ln n ) Un = 1 


1 PROBLEMA 3.[ Estudiar la convergencia de las sucesiones: 


2 " 

3" + l 


b. 


3 W 


2 " + l 


3 « 2 W 

c> 


Solución 




^ numerador y denominador entre 2 " y aplicando los límites notables 


a. DÍV Y 

* l y 8 - 


idicnd° r 


1 


1 


1 


,3—„ L Too (3/2)"+ 1/(2") Lim (3/2) n + l/(Um2") + 0 

L lí ^, 3/1 + I «**♦« 

* umerador y denominador entre 3" y aplicando los límites notables 

ly „ 1 1 

um rp = » L - m » (2/3/ + ■/(/) + o* + " 

M -+ fl0 2 



S T ,« + ! + 2 " + l 2 3" + 1 + 2" + 1 


1 1 


Luego, 


= 3 1+(2/3 )" + 1 2 (3/2) n+ + 1 

de acuerdo al límite notable 8 , 


„ L Í ^P+r 1 n -»® +(2/3)" 


3 1 + Um (2/3)" + 1 ”2 Um (3/2/* ' + 1 

n "“** 

I J- -i-L- = 3 (i)-^ = i 3 

3 1+0 2 oo + 1 3 1 3 


PROBL EMA 47] Sea la sucesión {s/T, yl 2/2 , ll : 

a. Hallar un término general de la sucesión. 

b. Hallar el limite de esta sucesión. 

Solución 

a. a\=yfl = 2 I/2 , 

«h-^? = ifTT! = 2” • 2' * • 2 1 ‘ = 2' 

En general, tenemos 


2 + 1 / 2 2 + i'í 3 





























































Cap« 


,ítul o 8 


Sucesiones 


Infinitas 


= 2 


1/2 


+ + l/2 3 + • ■ • + 1 
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1. J. + JL+. • • + ~yñ «lasumadelos „ té 

Paro, 2 J 2 • m ' n0s ^u ni 

pr ogre s '° n geométrica cuyo primer término es *=- y cuya ra*,^, 
„Ao la fórmula para la suma de los términos de una 2 

1 \-anf ' 

S,= a 7T7 2 1-1/2 2" 


Pro ^, 6í 


Luego, 


a n 


= 2 


1/2 


+ ,a* + I/2 3 ♦ • ■ ■ * 1/2» = 2 ' - */2" 


0 I - 1 / 2 * _ 2 " - >0 ° 
b. üm «„ = üm 2 


Lim (l -1/2 77 ) 


= 2 . 


r^BLÉMAl] Estudiar la convergencia de la sucesión 


<T'“ rfx 


Solución 


-J. 

.-«a. i 

n n 

p+oo 1 

Luego, Lim a„ = Lim e _nx dx = Lim - = 0 
n -*oo ;i ->°o JQ n -+°o 


= - Lim le -" 4 + I 
_ o 6 -+ oo n n 


[PROBLEMA 6 .| Probar que: 

a. Lim 


n n 

-+- 


«-»* Vw 2 + l 2 h 2 + 2 


-+...+ 


* 2 + * 2 J 4 


b. Lim 

n -4 oo 


V+ 2 ^ + 3 /; + . . . 


M / ,+l 


p + \ 


, para p 


>-l 


Solución 
n 


a. 


n J +l 2 + n 2 + 2 2 + ' 


53« 




"TívW] n2 [ ,+(2/n)í ] » 2 [i + (»/<l 

_ ♦—i—♦...+_i_ 

” „ri + (l/«) 2 ] n[l + ( 2 /n) 2 ] n[l+(n/n) 2 ] 

+ —— 7 *... + —I—Ai 

l + (2//l) 1 + (n / /i) 2 Jn 


.. _ 1 1 

2 -i , x 2 n 

jal 1 +(*/ fl ) 


q sideramos la función J{x) = y tomemos un a partición regular del 

cervato [ 0 , 1 ] de norma A* = i . Esto es. 


Xo 


= 0, *.= - > * 2 " - • 


> X¡ * 
n 


, X.*- =1 
n 


Tomamos 


la selección S = {c,, c 2 ... c*. c B } donde c,. i. 


Se tiene que X 

i * i l + (i/n) 

1 


1 i * 

— = ^ /(c f ) Ax es la suma de Riemann de 


la función J{x) = ——j determinada por la partición regular antes construida y 
con selección S. Luego, 

Ti y 1 -1= f —Í-— dx =tan _1 x I =tan( 1)-tan í (0) = — 

l + (i/n) 2 n Jo 1 + X 2 Jo 4 

l l ’+2 l ‘+y+ . ■ - + n p _ ^1'’ + 2 P + 3 P +. ..+n' , y 

Cosideramos la función f{x) = x p y tomemos un a partición regular del 

intervalo [0,1 ] de norma Ax = — Esto es, 
n 

1 2 * * = — = \ 

Xo = 0 , *t=* x 2 ~ “.»•••»* ~ “** * * ,X * n 

n n n 

Tomamos la selección S - {cj, Cl .. c*. c,} donde c¡- j 











































CspftuM Suceú° nea 1 


Se tiene 


/ • I v ' 



/->•)= 

Luego. 


i ’determinada por la partición regular unios construida 


d = lg 


S 


V co n 


1jUCK ’ i „ . . n i 

y fifi - f x* dx £ - - -i — 0 = i 

}SL$ÍW " * /,+l Jo /' + ' ^7 

fS?)BLÍMA ti Probar que ^Lún (A + un )' " = I 

Solución 

/n _ In (b + an) F Jm |n + v'" _ 


"Su 


In (A + an )' 


Ahora, 


=> Lim In (¿> + an ) ,,n = L im ln (b- 

Él —hCT) 1,1 ~~--- 


an) 


• Lim (L’Hópital.) = Lim —f_ 0 

n-*oc I n-»oo b + an 


In f Lim ( b + an) l/n ) = Lim In (b + an )' /n = 0^ Lim (b + 

U->* ) n-*co /j —> oo' 


an)'K¿ 


'PROBLEMA 8. | Estudiar la convergencia de la sucesión- 

«.= ££ 


Solución 


t r -5) /í S n 

Tenemos que -—— = (-)" — 

n\ n! 



" 12.3.4.5.6. n 1.1 J l 2 1 1 3 


Esto es, Os 
Como 


^ S (^r)(i)’ para " 26 - 

*-(lr)(ñ) “ }^l “ = ( 0 ) = 0 , por el teorema de la 


arepa rellena, tenemos que Lim—-0. 
,, , a -»oc n* 

Analmente, por el teorema 8.6. 


te (lene que: 


i)1 


Capítulos Sucesiones Infinitas 


(-5)” 

L,m ~¿r ‘ Um (-if — -o 

n ->«» ni «-»</> n\ u 


-grtMÁTI Estudiar la convergencia de |« suceso 

S» |UC ' Ón , In (l + n 2 ) 

I |„o,'"’( l + n )-- Luego. 

v In (l+n 2 \ , , 

I f Lim «, r Um lna " = üm -- - - Lim jgt o* ■*) 

* Lim -— * Lim ---- Q 

rt ->.col+/i n ->® \ / n + n 


(L’Hópital) 


Luego, 


, Lim a n = Lim (l + n 2 ) " = e° = l 


ta^r-.íiN)T{*aM ** 




[p roblema 10.1 Sea a* = nV", donde q > 0 y ! r| < 1 
Probar que Lim n 9 ^ = 0 

n —► ao 

Solución 

Irl< 1 In I rI < 0 => — In | rI > 0 

De acuerdo al límite notable 6, con p = - bi I r ¡, tenemos. 

üm |nVl = Lim IpI" = Umn«(e h ' )*= Lim -?!_o. 

n-»« n->w «-** * r . ) 

Luego, por el teorema 8.6, Um n* r = 0 


^BUMaTTI Probar 

Solución 


que Lim tanh n * 1 

n -»* 






































Cpflulo» SuMSl0n “ 


InfíniMs 


Uní 


tanh n ' 


1 - e 2,1 

\ L Z 


1 - o 
1 + o 




conformado por n - 1 diámetros y, por lo tanto, su longitud es igual n - 1 . 

Uniendo los centros del primer y el último círculo con los vértices del triángulo, 
de obtienen dos triángulos rectángulos cuyos ángulos agudos son de 30° y 60°. Uno 
de los catetos es el radio del círculo y, por tanto, mide 1/2. Luego, la hipotenusa mide 
1 y el otro cateto, de acuerdo al teorema de Pitágoras, mide /!/ 2 . De acuerdo a 
estos resultados, obtenemos que la longitud del lado del triángulo es: 

2 2 


Reemplazando este valor de L n en (I) se tiene: 


Por último, 


Capítulo 8 Sucesiones Infinitas 


5^ (nn(n + V¡)¡ 8 _ nnin+X) 

..el numerador y el denominador entre n\ obtenemos. 

Sl divídirn 0 n(\%\ + \ln) _ ^i XU0) „ 

2/3(l-0+0) 2 2 

n _ 

La sucesión de Fibonacci y la razón de oro. 

Se llama razón de oro al número (p= ) « 1,618034 

a. Si [ÍA es la sucesión de Fibonacci y a, = Ll± , proba, que 

fa 

a„.\ = 1 + 1/ A /.-2 

b. Si La sucesión \a„ } tiene límite. Probar que Um —± l = o 



Solución 

ai Rec0 rdando que /„=/,-.+/«-2 yquea /) _ 2 = se tiene: 

_ _ fn-\ + fn- 2_ = ] + /n -2 _ j + 1 

fl "' ! /„-! /«-! fl «-2 


b. Si Lim a n = L, entonces 
n -i 00 

¿ = Lim = Lim a„ = 

n ->oo J n »->°° 


Lim a„_, = 

n ->ao 



= ! + -=> I 2 = ¿+1=> ¿ 2 -L-l=0 =>I=-Ul+VS ) = <» 

¿ 2 


I PROBLEMA 147] Si k es un entero, probar que: 

Lim a n -L ^ Um o, + * = ^ 

n -tac « -** 

Solución 

Um «„ = ¿o D a d 0 e > 0 , 3 N > 0 v V> A tal que * > \ J. -L\<t 

H -*«0 

Sea A/* = tf-A 


































n>N .~N-k => n+k>N=* K+* -¿l« 



n ' ‘ 

Um (¡ n + A® L. 

En consecuencia, „->oo 


2 . (<=) ce tiene que Lini />„ = L Aplicándola 

Si bn = a n + k’ SC n «“♦* 

i >,i entero se tiene. Lim b n — L 
límite tomando el eni /»->« 


Parte i . 


Um \ 


este 


últi. 


S 


h 

n -> en n -k - L 

.. . _ / => Lim a n+k . k = L => Llrn a„ = ¿ 

Pero, Lim D n -k~ u „_>« n ~ >0 ° 

« -+ 00 

^KImaS] Probar el .eorema 8.6: 

Si Lim I a fl | = 0, entonces Lim a n = 0 

/I ->aC P| —> 00 

Solución. 

Como Lim | a, |= 0 , entonces 


Dado s > 0 , existe )V>0 tal que n> TV => | | *„ | 
Pero, 

| M-°h I kll = KI “ l a »-°I 

Reemplazando (2) en (1) obtenemos: 


<8 


0 ) 

( 2 ) 


Dado e> 0,existe#>0tal que n>N 
Esto es, Lim a„ =0. 


I ” 0 | <6 


n -»® 

Observar que la igualdad (2) también nos permite probar el teorema recíproco: 
Si Lim a„ =0, entonces Lim | a„ | = 0 

h -+co n —>oo 


i PROBLEMA 16.1 Demostrar el teorema 8 . 8 : Lim r n = 

n -*» 

1. |r|<l 

Si r = 0, entonces Lim 0 " = Lim 0=0 
* -* 00 #-»» 

Ahora, ai | r | < 1 y r * 0, debemos probar que: 

Dado e> 0, existe N >0tal que n> N => | r - 0 1 • 

BieT eV1tar ,ncomodidades con los signos, tomamos 0 < e < I • 


0 , si | r | < 1 
1 , si r = 1 
oo, si r> 1 
No existe, si rú- 1 


< 8 
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l „ i < 1, se tiene que In | r | < 0. Luego 
Cor no I r I 

i /* I < s <=> I r f <e ^ I r | < ln e <=> n> lne 


eonsecuencia. tomamos N- 
Observar que como lne <0 y ln|r| < 0, se tiene que N - J” > „ 

* 1. 

2 ‘ i entonces Um /*- Um 1" » Lim l-1 

Sí r~ l * "■+*> »-*• «-►« 

} 'p e be mos probar que: 

„ j n U>0, existe N>0tal que n>N=> S > M 

Tornamos M > l.Bicn, 

Como r> 1, se tiene ^ ue ln r> °* Lue g°» 

/» >y V/<=>nlnr>lnA/<=> n >. 

r ln r 

InM 

En consecuencia, tomamos N -j— 

4. 

r < _1 1 si n es par y r ' 1 < -1 si n es impar. Luego, no existe L*n r* 

__._ _ * -*•« 


Inlrl 


En 


1. Um — = 0 

n -> «¡a" 


[pr OBL^MA 17.1 Sea a>l, q>0 y p > 0. Probar: 

.t 

2. Lira — = 0 

i-» a ; 

Solución 

1. Caso 1.0 = 1 

Sea a = 1 + b, donde b > 0 . Usando el binomio de Nrvrton se nene: 

a” = (l +b)"= 1 +nb+ . .^b’>ü^—b 2 

2 2 

Luego, 

- = _” <_ l _,—!_ => p<Z-< 2 

a" (1 + 6)" (n-l)6 J a* («-I» 2 

Pero, Um —L_= 2. Um _i_ * (0) = 0. 

" ■* “(n-IJé* 6 2 «-+«(*- 1 ) 6 * 

En consecuencia, por el teorema del emparedado apheado en (1): 


( 1 ) 


C«o 2. 0 < f < i 


Un —=0 

a -* * j* 


■ 






























alo 8 


Sucesiones 


Infinitas 


f .,n Q < JL => Lim —- = O 
ü < “7 n n 00 a 



C ‘ S ° 3 'SlLr , como o'*>l. P or el cas0 1 • tcnem <» que 
En primer jug* . 


Lim 




Ahora, 


Lim —- 


■ fl" n ~ 

j Sl „ = /, tenemos que fl > I ■ Luego, 


/ > 

Q 

f \ 

n 

m 

Lim n 

la'")” 


"-«°( a ' /q Y 

{ \ I J 


< ' f ) 


■(•r-c 


Lim 


Lim 


k 


Lim -V= 0. 
n-+ «> a n 


[mOBLEMÁITI Sea q>0 y p >0. Probar que 

-= 0 


=_ M!=t 


Lim 
n -» « n F 

Solución 

1. Caso 1.^ = 1. 

x q 

En primer lugar probamos que la función J{x ) =— es decreciente en el 
intervalo (q , oo). 

_ eV;-*v _ tV-'( ? -r) 

/W c 2 ' e 2 ' " e' 

Luego, /'(x) < 0 si x > q y, por tanto,/es decreciente en el intervalo ( q } oo). 
Si m = [in n ], la parte entera de ln n, tenemos que m < In n 

q 

Ahora, tomando en cuenta que J[x) = — es decreciente en ( q , oo), se tiene: 

e x 


-1— £ — ( 1 ) 

g \n n g m K 7 


Pero, por el problema resuelto anterior, se tiene Lim -—■ = 0. 
dado api i 

(HV 


ue go, por el teorema del emparedado aplicado en ( 1 ), obtenemos: 


Caso 2 . p > o cualquiera. 


Lim 

n -♦ oo n 
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..i* 


(Inr 

Lim « 


Lim 

n-K» rjP 


LimílSüJÜlf 


Inn 


|<//p 


Lim 
n -¥ « n 


k 


fpR< 


Teorema de la Media Aritmética 

Dada una sucesión <a.>. * llama promedio o 

media aritmética, a la sucesión a„= - 1 ^ + 


Si Lim a,, 35 !, probar que Lim <j n =L.O 


sea. 


I • + úh + , . . + fl 

Lim —---- —í-=l 


Solución 

Caso 1. L m 0 

Lim a„= 0 Dado e > 0, existe un número natural m tal que 


n>n, =>| a„ - 0 | = |a„|<I 


O) 


Como a } + a 2 + . . . + a m es una constante fija, existe un natural \ tai 
que N > m y 

| o, + a 2 + . . . +a, 1 ^ C 
Af 2 

Ahora, si n > N, tomando en cuenta (1) y (2), se tiene: 


c> 


fl i+° 2 +-. . + a m +a m + 1 -i-. . . + a H 












+ ..*kD 
















































Capital 0 8 


s Infinitas 


— + ízUL Í£l < i. + £ , 

2 n \2) 2 2 


a, + <*2 


+..'+a„ 


luego, Lim „ 

n -* 

Caso 2. L*°‘ 

Sea Se tiene que 

Lim A„= Um (o„-¿) = ¿ =¿ “ L = O 


Luego, pore! caso I, 


Lim 


¿i +• • Ab JL = 0 => Lim 


. + ■• +(a„-¿) 


to + ■ • + ° n) = 0 => Lim °l + • • • + °n _ ^ 

Lim n oo n 

n-**> n 

Lim °- + -^ = £ 

/, -»oo n 


- 0 ^ 
0 => 


____ \ + yf~2+V~3+.. . + yf~ñ 

[PROBLEMA 20.1 Hallar Lun -—- 


Solución 

Tenemos que: 

T . \ + yJ~2+yÍ3 +. . . + yf~ñ 1 T . \ + >J~2+yj~3 +. . . + yfñ 

Lim-- Lim - 

n -> co 3 n 3 n -><x> n 

Si consideramos la sucesión a„ = yfñ , tenemos que: 

1 + >J~2 + \f 3 +. . . + \f~ñ _ Q\ + C¡2 + O n +. . . + Q n 

n n 

Luego, de acuerdo al problema anterior, 
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PROBLEMAS PROPUESTOS 8.1 


«roblemos del 1 al 4, hallar un término general de la sucesión dada y 
si OS convergente o d.vergente. En el caso c,ue converja, hallar el límite 
¿ei#* . i 1 D 

j ~ 27 ’ 81 ’ P tCL a„=(^\) n Converge a 0 

’■ ’ 3 4 9 16 2S_ "* 

1 -L> Tñ'Tn' tn ’ ’ • • • Rpl(U a '- *■'<**» Diverge a 

^ ,* 32 2" 

4 8 lí. 2t-, . . . 

3.2, 2 ’ 6’ 24’ 120 

\3 


Rpta. a K ~ n | . Converge a 0 

4 . fdJ’G) •©•©"" Rp,a - a ^- í,n ~v) Converge, a e 

i 0S problemas del 5 al 44 determinar si la sucesión , cayo término general 
s convergente o divergente. En el caso que converja, hallar d limite. 


dado, es <■ 

j w ~~i Rpta. Conv. a 3/2 6 . a„ = 

5 ‘ an ~ 2n + \ 


7 ‘ fl " = 2n 2 +1 


Rpta. Conv. a 0 8 . a n = 


JL 

2n-\ 

3-n 2 


1 + n 


9 . a„ 


3-2n + n 
n +1 


Rpta. Conv. a 1 10. a* = 


■J 4n 2 + 25 
n +1 


Rpta. Conv a 0 
Rpta. Conv. a -1 
Rprn. Coirv a 1/2 


11 . a n = {-\) n Zn-2 R P ta ' Diver • 12 * fl '- = ( _ 1 )" 3 n 2 -2 Gwv.a 0 

13 . a „=~— ^ + ^ Rpta . Conv. a 3 14. a„ = V 2n 2 +5 -n Rpnx Dtv a +c 

(n + 3 )(n - 5) 


15. a„ = \/ n 3 +3n -n /?p/a. Conv. a 0 16. a. = ^ Jfyna. Conv. a 0 


17. a = 


2 ff +3" 
3" + 1 


Rpta. Conv. a 1 18. a n = 3-(1/3)“ Rpta. Conv. a 3 


19. fl ,= Liptl RptcL Conv a 0 20. a. = W 'V ” «P'o- Conv. a 0 

V n 


3" 


Rpta. Conv. a 0 22. u * 5 


(li¬ 

sien n 


r* 


Rpta. Div. 


-sen (n/r/2) Rpta. Div. 


a * 18 (““0" (l + n* j Sug . Prob. Resuelto 9 Rpta. Dix 















































Capaos Suce^ Ignitas 




Rpta. 

Conv. a 0 

25. On 

á n 



2 / n 

Rpta. 

Conv. a 1 

27. a, 

29. a„ ■■ 


1 Rpta. 

Conv. a 1 

31. a K = 

„ \iA* 

= (ln n) 

Rpta. Conv. a 1 

33. a„ = 

ln (Wn) 
yfñ 

Rpta. Conv. a 0 


26. a„ = 3 5/ " 

28. a„ - n ,/l " +2 ) 

30. a„ = 

,,, n2" 

32. a„ =- 

3" 

34. a„=^±!>l 
n n + l 


Rpta. 

Co/IV 0 | 

Rpta. 

C °"V. 0 I 

Rpta. 

u 1 

Co ^ a 2 

Rpta. 

C »«v. ao 

Rpta. 



35. a.-rn{-f^-'T n ) *P>°- C °" v a 2 

í» + l l ln « - « In ('■ + !) Rplí , é Conv. a 1 

36- °’=- - ’hTn 


37. a. 


1+2+3 + . • + q _ n Rpfa Oiv. a -oo 


n + 1 


„ = _L + A +. . . +4- Cowv - a 1/2 

3 *' "" -2 „2 ,, 2 


/* n 

l¿ + 2 2 
w 3 // 

2 /i 


j 9 „ = _L + + . . . + — /fata. Co/iv. a 1/3 

n n 3 n 3 n 


40. j, - 1 + ■ 


"■'•■('•i) 

‘-(£í 

-mí 


44. 


«^+2 Y 

n 2 - 5> 


Cowv. a e 2 
Rpta. Conv. a e m 
Rpta. Conv. a 0 
Rpta. Conv. a e 
Rpta. Conv. a 0 


45. «= híLW 


= l-d-l/n) 6 ’ b *° S “ 8 L ' H °P ilal 


4í.,.wr 


-\[ñ ' L'Hópita! y problema resuello 10 . 


Rpta. Conv. a a/b 
Rpta. Conv. a 0 



|K n )r i/* - *- 1 

n 1 f 1 2 

sen n{i/ri)- = I sen nx dx = — 

/ = 1 0 

Fu los problemas del 47 al 52, hallar el limite de la sucesión dada. Para < 
Aprese l" niíe conw una intesral de fi n 'da. 

47 ,, " = Íh 3 + ^+2 n + 3 n + n ^ ^4, 1 + <V«)* = = h2 

«. 4+4 + 7 + -‘- + 7 ** Un » ±[ LY ~ [‘,*-1 

jl + 2l + ll+... + 4 R P'°- l™ 

n 3 n n n . /T¡V»y » J 0 


1 4- >_ + . ' 


/ 7 TÍ 7 >/ n 2 + 2 2 

Apía. Lim ^ = i —== 

" “ í = ly l+(i/i»)r B Jc^l+x : 

51 .a,=^f¡ + l[e I + ?[7 + .. ,+Ve" ) 

Apía Lim £(í' "|-= j" e"¿t = «- 

52 - _ 2T 2* 3*- *X N 

a, — sen —+ sen — + sen — + ,. .4-sen — 

n \ n n n n 

" 1 f 1 

Rpta. Lim ^ sen x{¡ n)- * I 

«-**,•! " Jo 


sen .t i dx - — 
x 






























r . /óTT?." 3= i/ 6+ ^ 6+ ^ "" 

53. S\a\ m 4 b% _ ¡a nnra n^\ 


S formula de recurrencia para a „+1 

* b %Z^o U b —“ COnVerSenle CalCUlar el lim ' ,c * la SUces . 

flp/a. »• a.ti “ V ® + a » b. Conv. n 3 


'•e de | a s 


_ ■* i 6 n. 

COMv. j 


*- ÍÍVÍ - . 
/Armiilii de recurrencia para a n +1 

tfES. «* la sucesión es convente calcular el l ímite de „ suc 

a. tf„+i - v b. Conv. a ^ ° n 

55 . sj 0 < a <ó<c. probar que Un «¡ 7" 7b" 7? -e 

56. Sean, = 1 y = 1 + JT ^' 81 ““ SUCeSÍÓ " “ Conve ^n,e, probar que 

Lim o„ = J~2 

n -* » 

Este resultado nos permite expresar -J~2 como una fracción continua: 

V2-1+—V- 


En los problemas 57 y 58 hallar el límite dado , mao/n/o e/ teorema de l a 
medía aritmética, {problema resuelto 19) 

57. Lim -(-+-+ . . . +^—^-] 1/5 

n-> * 5/i v 2 4 2« J 

58. Lim if 2 '/ 2 + 2 3/4 + 2 7/8 + ...2 <2 "- | ^ n ) «pin. 2 

H -¥ ao n\ ) 

59. Teorema de la Media Geométrica. 

Dada una sucesión de números positivos { 0 *}, se llama media geométrica,a 
la sucesión 

<r.= ’d a, a \ 7 } . . ~7„ 

Si Lim a n * probar que Lim o n ^L. Osea, Lim y] a 2 a i - a n = ^ 

/j —> eo /j —^ co 

% ln «l- to oi+to^+Inoi+.+Ino,, tóorema de ¡a media aritmética. 

n 

tn los problemas 60, 61 y 62, usar la definición E -6 para probur qu ( ,a 
sucesión converge al limite indicado. 
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1 ¿ * o 

-1 


61. a„ 


H77c L ‘ 


» L-0 62. a. 


2n 2 _ 2 

3n 2 -f L 3 


6 0. 4n 

mostrar {a-} converge y {6,} diverge => {„. + dlverge 

6i Ve , g e rencia *"‘( a ” + 6 ") 

i un contraejemplo que la siguiente proposición es falsa: 




Sug e > 


trar con un comraejcmpiu que ia siguiente propos 
64- PeI ( n ° S l diverge y {M entonces {a„ + 6„} diverge 
Si w 2 n 2 

a: Sea a n = —- Y b n = —-. Probar que. 


Sugerencia u " n - 2 

j fl j y {b n } divergen; sin embargo, {a H + b ñ ) converge 


SECCION 8.2 

SUCESIONES MONOTONAS Y ACOTADAS 


Una sucesión {a n } es 

a. Creciente si a^, £ a», V#i 

b. Estrictamente creciente si Vn 

c. Decreciente si a^, < Vn 

d. Estrictamente decreciente si a^,< «, Vn 

e. Monótona si {a„ } es creciente o decreciente 


f. Estrictamente monótona si |fl« } es estrictamente creciente o 
estrictamente decreciente. 

Es claro que una sucesión estrictamente creciente es creciente, que una sucesión 
estrictamente decreciente es decreciente y que una sucesión estrictamente monótona 
es monótona. 

1 EJEMPLO l 7 | La sucesión 

1. 1,1, 2, 2,3,3 , ... es creciente y no estrictamente creciente. 

2. 1,4, 9, es estrictamente creciente 

3 . I II I I i...es decreciente v no estrictamente decreciente. 

2 2 * 3 * 3 * 4 * 4 

4 i i i * es estrictamente decreciente 

' 2*3’ + 

Las sucesiones 2 y 4 son estrictamente monótonas y las sucesiones 1 y ^ son 
monótonas. 




























Solución 

Tenemos que: ( =/¡ =/j „ , y para „ > 2/„ > L 

En consecuencia, 1 * P ° f '° ,an, °- « > « creciente. 


^M£LÓl] P«»bar que la sucesión {o,}, donde es ^ 

decreciente. 


Solución 

/J+l __ n+¡ í Moor-v 

Tenemos que a,.i = — +]) 2 + [ „ 2 + 2n + 2 ' Ue8 °' 




n 2 +2/J + 2 iT+1 


+2) 


C> rf+n 2 + n+ \ < n 3 + 2 h 2 + 2 w O 1 < n 2 + n 

Como I < /T + «, V w > 1, se tiene que 
*,+!<*,,, V/i> 1 

y, por lo tanto, la sucesión es estrictamente decreciente. 


|EJEMPLO 4.) Sea la sucesión de recurrencia: 



Probar que esta sucesión es estrictamente creciente. 


Solución 

Procedemos por inducción. 

Paso básico: 

2 = a, y „,= i(a,+4) = I(2+4)=3. Luego, <z 2 > a,. 

Paso inductivo: 

Hipótesis inductiva: Supongamos que se cumple que: a k +, > a k 
Ahora, teniendo en cuenta la hipótesis inductiva, se tiene: 

fl ‘* J 4 1 > + 4 ) “«*♦!• 

Estoes, a ( „> a „ l0sea cumple que: a ( *,, )tl >« 1+l 

Conclusión. a .„ > a>i , 
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J* 1 CRITERIOS DE MONOTONIA 


teBI OS DE LA DIFERENCIA 
CRl sucesión (a,) es «reciente O - «„ a o 

’■ es jón (a, I «s estrictamente creciente O 0 

2 E asu cc 

sucesión {a, > es decrecienteOa.„-«.so 

3 sucesión (a, 1 es estrictamente decreciente 0 „ < 0 

4. La 



Probar que la sucesión 
creciente. 


{a„ } donde a„ 


2 n +1 


es estrictamente 


Solución 

" + 1 _ — = W+1 _ n - (*-rl)(2n + l)-n(2/M-31 

2(n + l) + l 2n+l 2n+3 2n+l (2ñ+3X2¡TfÍj 

_ ( 2 n 2 + 3 h + 1)-(2h 2 + 3/i) = 1 ^ ( 

(2n + 3)(2n + \) ( 2 n + 3X2n +1) > 

Luego, por la parte 3 del criterio de las diferencias, la sucesión es estrictamente 

creciente. 


IL CRITERIOS DEL COCIENTE 

Si {fl/i} es una suces 'ón de términos positivos, entonces 

1. La sucesión {a n } es creciente <=> > 1 

a n 

2. La sucesión { a n } es estrictamente creciente <=> ^-L > 1 

ü n 

a 

3. La sucesión {a„ } es decreciente <£> - 5LL - < 1 


4. La sucesión { a„ } es estrictamente decreciente O 


«~i 


<1 


¡EJEMPLO 6 .1 Probar que la sucesión } donde j. - ne es estrictamente 

decreciente. 

Solución 

Tenemos que a„ = rte~~ n > 0 ,Vn y 

íü.üíül^ .ííiH--Líull i -L(i+i)«4< 1 

a « ne" 1 ’ ne : <* l «J * 

Luego, por la parte 4 del entono del cociente, la sucesión es estnctamente 

decreciente. 
































































Su«»¡»"« ln KniOS 

&a (fl>) u na sucesión convergente y U» Luego, 

,,, 3 /ytalque I 1 => 

¿_|< o„<i+l.Vn>JV (|) 

Sea m = m/n¡n.ode{o„«,^.. 

A/* máximo de {flt. «2. a * • • • a *- ¿ + 1 > 

< a - Esto es, {tf„} es acotada. 



una 


Ahora queremos presentar un teorema importante de convergencia de SUr 
aue afirma que toda sucesión crecente y acotada es convergente. La pru^es 
teorema se basa en el último axioma de los números reales, llamado 
completitud. Este axioma, a diferencia de los otros, no es tan simple, ^ ^ <« 
hemos venido posponiendo. <l “ e lo 

Un conjunto A de números reales es acotado superiormente si exjs(e ^ 
X < M, V* e A. 

La constante M es una cota superior de A. Es claro que si un conjunto tiene 
cota superior, entonces tiene infinitas cotas superiores. En efecto, cualquier nú 
mayor que M es también una cota superior. Umero 

DEFINICION^ Sea A un conjunto acotado superiormente. Se llama supremo 
A a la mínima cota superior. Esto es, si S es el supremo d! 
conjunto A, se cumple que: e 

1. S es una cota suprior. Esto es, x ^ S, V x e A. 

2. Si £ > 0, por ser S la mínima cota superior, S - e, no es una 

cota suprior y, por tanto, 3 *' e A tal que S - e < < S. 

Abreviadamente, para indicar que S = supremo de A, ecribiremos 

S= Sup/I 

En forma análoga, un conjunto A de números reales es acotado inferiormente si 
existe una constante m tal que: m <x, Va* g A. 

inferin Stante m eS Una C ° ía ? n ^ er * or A. Es claro que si un conjunto tiene una cola 

auc m pc e . m °u CeS t ' Cne ln ^ n ‘ ías cotas inferiores. En efecto, cualquier número menor 
que m es también una cota inferior. 

—0 Sea A un conjunto acotado inferiormente. Se llama ínfimo de A a 
a maxima cota inferior. Esto es, si I es el ínfimo del conjunto/!, 
se cumple que: 

’’ les una cota inferior. Esto es, \Zx,Vxe A. 
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1 


<<5 


2. Si e > 0, por ser I la máx.ma cota mferior, I + e , no es una 
cota inferior y, por tanto, 3 e a tal que: I < x'< I + e. 

fiadamente, para indicar que para indicar I = ínfimo de A. escribiremos 
A “ I = Inf A 


Ahora 


ya podemos enunciar el axioma de completitud o axioma del supremo. 


DE COMPLE1111. D O AXIOMA DEL SUPREMO 
T „do conjunto no vacío de números reales que es acotado superiormente 

tien e supremo. 


Es de esperar que se cumpla también que: 

Todo conjunto no vacío de números reales que es acotado inferiormente 

1¡e oe ínfimo- 

Esta proposición se demuestra a partir del axioma del supremo. Luego, esta 
filmación ya n0 es un ax ' orna s * n0 un teorema. Ver el problema resuelto 

g^PLOig Sea a<b y A es el intervalo abierto (a, b). Tenemos: 

Sup (a, b ) = b. Inf (a, b) = a 


He aquí el teorema que estábamos buscando. 

[TEOREMA 8.101 Teorema de la convergencia monótona. 

Toda sucesión monótona y acotada es convergente. Además: 

a. Si {a„} es una sucesión creciente y acotada, entonces 

Lim a n = Sup {a„} 
n 

b. Si {a„} es una sucesión decreciente y acotada, entonces 

Lim a n = Inf {a*} 

n -* oo 

Demostración 

Si {fl„} es monótona, entonces {a,} es creciente o decreciente. Si {a.} es 
creciente, entonces {a n } es acotada inferiormente, y si es decreciente, {o,} es acotada 
superiormente. En consecuencia, el enunciado general del teorema sigue de las 
proposiciones a y b. 

Aquí probamos sólo la parte a. La prueba de b es similar a la parte a. 
a,Sea {«,} una sucesión creciente y acotada. Sea S= Sup {a,}. Probaremos que: 


























Infinitas 


^jÉMPLÓTÍ] Estudiar la convergencia de te sucesión 
2-4-8.2 n 

Solución 

Calculemos algunos términos de la sucesión: 

13.3 _ _ 13 5 _ 15 



Lim ó 1 


5= Sup {«-}• dad0 e > °’ existe N taI que 


S-s<on£ S ( 1 ) 

Por om, lado, por *r M ^ S ™ «***>,, Se 

„>N=> a / /¿“„iS<S + c (2) 

De(l)y( 2 > : 

n> fj=> S-s<a„ < S+e => -e <a„-S<E =>1^^ 
Luego, Lint a„ - S. 


fll= í' *“?4 8' 

Vemos que: j ^ 


a,- 


2-4-6 48 


Conjeturamos que estamos frente a una sucesión estrictamente decreciente. 
Probemos esta conjetura. 

La sucesión es estrictamente decreciente. 

En efecto, tenemos que: 

1-3-5. (2n-\)(2n + \) 

a n+ i _ 2-4-8.(2/i)(2n + 2) _ 2«+l 

1-3-3.(2#>-1J 2n + 2 < 

2-4-8.2/i 

Luego, por el criterio del cociente, la sucesión es estrictamente decreciente. 

La sucesión es acotada inferiormente. 

En efecto. Como todos los términos de la sucesión son positivos, tenemos que: 

0 < a n , V n 

En consecuencia, la sucesión dada es convergente y Lim a n - Inf M- Sin 
embargo, eslc ínfimo no es fácil de calcular. 


Capitulo 8 Sucesiones Infinitas 



g] Sea la sucesión dada por recurrencia: a, - 2 y a^, « I(a„ +4) 


ñ Probar que esta sucesión es convergente, 
b. Hallar el límite de esta sucesión. 


So |uC . ,„ c \ ejemplo 4 que esta sucesión es creciente, y en el ejemplo 9, que es 
» Se P da Luego- por el teorema anterior, esta sucesión es convergente 

80018 el limite de la sucesión, se tiene: 

S ' . » Lim a n+ 1 = V™ J( a " + 4 ) “ \[ Lim a n + 4U i(L + 4)=> 

Utn a n n _+oo 2\ n -+ cc ) 2 1 


£ = - (L+4) => 2L = L + 4 => ¿ = 4 


Solución 


PROBLEMAS RESUELTOS 8.2 _ 

Ij2 _ | 

in Probar que la sucesión b„ =- es estrictamente creciente. 


= (/? + l) 2 -l _ n 2 -1 = n{(n + l) 2 -1} - (n + lX/T-1) 
b n +\~bn ] n n{n+ \) 


(n 3 +2n l ) - (r? +n 2 -n-\) = /T + n + 1 >Q 
n(n+ 1) n(n+ 1) 

Luego, por el criterio de la diferencia, la sucesión es estrictamente creciente. 


_ ( 2 n)\ 


i PROBLEMA 2.1 Probar que la sucesión a n = -p- es estrictamente creciente. 

Solución 

Tenemos que: 

_ (2f n +1))! _ (2n + 2)!_ ( 2 n + 2X2n + JX2n)! _ (2* + 2X2* 1) (2*)! 

jn+i j».i 5 5" 5 5" 

_ ( 2 n + 2 )( 2 n + 1 ) 


(2n + 2X2n + l) 

a «i _ 5 (2t» -2X>fQ > t2»2XI + l) _ »2 „, 

a - _ * 5 

Luego, de acuerdo al criterio del cociente, la sucesión es estrictamente creciente 










































Capítulo 8 

TI Sea la sucesión definida por recu rrencia: S $Ü 

[pROBLE^A^J a¡ =JA, <bi+\=J 2 + a n 

a probar que la sucesión es convergente, 
b. Hallar el límite de esta sucesión. 


°¡ L a sucesión es estrictamente crecienle. Procedemos por inducción. 
*’ ‘ para „ = i es verdadero. En efecto: ai - /I < a 2 = JJT/T 
Supongamos que para k es verdadero. Esto es, a k < a* + , 

Ahora, para i + I tenemos: -_ 

a* + i = V2+ a ‘ <\l 2+a k+i-*k+i 

Conclusión: a„<a„+ i, V/t 


¡i. La sucesión es acotada superiormente por 2. Procedemos por inducción 
Paso n = J es verdadero. En efecto: ai = -il < 2 
Supongamos que para k es verdadero. Esto es, a k < 2 


Ahora, 


fl*+i 



< V2 + 2 =2 


Conclusión: tf« < 2, V« 

En consecuencia, la sucesión es convergente. 


b. Sea Lim a n = L. Ahora, 

rt ->« 

L = Lim q, + , = Lim J 2 + a n = 1 2 + Lim a /( = >/TTZ 

n ->« /i->oo V /l->oo 

£ = V2+£=> L 2 = 2 + L L 1 -L -2 = 0=S>£ = 2 ó ¿ = -l 

Como la sucesión es estrictamente creciente, tenemos que: 

a¡= JA => Lim > /2 
« —> 00 


Luego, desechamos L = -1 y concluimos que Lim a n = 2. 

« —> 00 

Observar que este resultado nos dice que 



MLEMA4] Sea la sucesión {«„}, donde a, = I y 



tobar, mediante el teorema de convergencia monótona, t) lie cs ll 
sucesión es convergente. 

Solución 


Capitulo 8 Sucesiones Infinitas 
& 2 lasucesión {a n ),cs decreciente. Estoes.a** , <; a „, Vn>2 

Si n 2 _ oor el criterio de la diferencia. 

pr oce^ oS P 

mer lugar probamos que a„ *2, V n Z 2. En efecto: 

En P rn 

.-iU + 7") ^ 2a " a " + l = a ” * 2=>a l ~-2 => 

+ ‘ 2V. a "' 

+ a »*' = fl »*' " 2 =>(0.-0.. .)*= a¡S., - 2 => 

i*n 

_ 2 20 => 
s j n 2 2, tenemos 


“fl 

, , 2 íO=> a„ 2 .,i2,V«>l => a^2.V»S2 

fl„*t 


Ahora 


Luego,*.-"-'*° =>a„ + ,-a.<0^a. + l ^^ 

{<*„} es decreciente si n > 2. 

b La sucesión es acotada inferiormente por 0. Esto es, O < a*. V n 
Procedemos por inducción. 

Para n- 1 es verdadero. En efecto: a\ = 1 > O 
Supongamos que para k es verdadero. Esto es, O < a* 


>0 


Ahora, 


a*+i = >0 => 0<fl -t 


Luego, O < a„, V n. 

De a y b, por el teorema de la convergencia monótona. j r I es cota ergetue. 
En el ejemplo 21 de la sección anterior se probó que Lim a,=\ 2 


[Ej ffi&EMA 5. | Probar que todo conjunto no vacio de números reales que es 
acotado interiormente tiene ínfimo. 

Solución 

Sea B un conjunto no vacio > acotado infenormeme de números reales y sea 


























■n v si i” es un “ c0,a illferlor de B ' sc,iene: 
4 es no v3 c, ° * _ w 

v -’ re ' ( 

4cs acolado superiormenle. 

E„ consecuencia. J «ene supremo. Sea 

S=s upA 

Sea I=~ S - 

Probemos que l = -S-mt# 

I i = -S es una cota inferior: 

x<S,VxeA 


(5escoíasuper iorde/() 

_ 5 < _*, V -x e £ => I = - S es cota inferior. 

2 . Dado£>0,3*'É/<Ulque 

j_ E <*'£5 (S es la mínima cota superior d e A) 

^ 3-x'eB tal que -S + e >-*' >-5 
=>3-x'< 

Luego, I = -S~inf B. 


3-x' e B tal que - S <-x' <-S + s 


PROBLEMAS PROPUESTOS 8.2 


En los problemas del 1 al 5 probar que la sucesión {a n } es estrictamente 
creciente o decreciente, mediante el criterio de la diferencia. 


2 n 
3/7 + 1 


2.a n = 


2" 

2 ” + 1 


3. a n = n-2 n 


4 * a„ = n-n 2 5. a H = 1 + 1 + i+ . . . + — 


2! 3! 


En los problemas del 6 al 8 probar que la sucesión {a n } es estrictamente 
creciente o decreciente, mediante el criterio del cociente. 


6. a^-L 


7. a n = 


10 n 

(2n)! 


8. an- — 

n! 


J"‘2 P ' oblemas *' 9 •I II probar que la sucesión {a„} » eslriclimedi 
» eirecienle, medíanle el criterio de la derivada. 

9 . 0 ,= ^TÍ -Tn 10. o„= Jn(n + 2 ) jj. a . -ton' 1 » 

n + 2 


Capitulo 8 Sucesiones Infinitas 

t '«.I - convergente, 

^ 13. a n m _ 

13 5 


. r o-4-6 .(2/0 ~j 

, Cicesión definida por recurrencia: a,= 1 , a „ + j = 5 _ J_ 

| 6 - Sea ' , A o, 

bar que la sucesión es estrictamente creciente 
*• £ r r ° bar q ue la sucesión es acotada por 5. 

c Hallar el límite de esta sucesión. R pta . L = 

Sea |a sucesión definida por recurrencia: aj= 2, a„ +, = -_L_ 

probar que la sucesión es estrictamente decreciente, 
b Probar que la sucesión es tal que 0<a„<2,Vn 

c Hallar el límite de esta sucesión. Rpta. L = — ^ 

, 8< sea la sucesión definida por recurrencia: a\= l,fl n+1 = ^[2a„+3] 

a. Probar que la sucesión es convergente. 

b. Hallar el límite de esta sucesión. Rpta. L = 3/2 

19. Sea la sucesión definida por recurrencia: a, = 1, a„ + j = yfla n 

a. Probar que la sucesión es convergente. 

b. Hallar el límite de esta sucesión Rpta. L = 2 


• (2n-\) 


20. Si A > 0, Sea la sucesión {a„}, donde a\ = 1 y a, 




a. Probar que la sucesión es decreciente para n> 2. 

b. Probar que la sucesión es convergente y que Lim o„=>[a 






















I nfi^ itaS 

porción dIVINA y FIBon *o 

- R0F a O razón dorada al número 
lla mapropo^ *** 1 ( t + Jí ) - ^18034 .. 

, fórm ulade Bidet * ue expresa el término g ener al de 

^aparece enM rry 

fibonacci: (l + \f5 _L_ 1—— 1 

2 J 

,/tnres y arquitectos de la 
Los pintores, esc Rencimien to veín en este 

%%&*U>beU*I^ 

minteio ^ ^ rectángulos, el mas 

Se dice que d g/ cociente entre su 

bello es el que tiene aJ w llamado el 

el famoso Partenón es un rectángulo dorado. 

La letra <p (phi) usada para representar este número fue tomada del nombre 
Phidáis, el famoso escultor griego (490-430 A. C.J, quien usó extensamente la rara» 
dorada en sus esculturas. . 

Muchos famosos pintores, como Leonardo da 
Vinci, recurieron a (p para medir la belleza del 
cuerpo humano. Para ellos, en un cuerpo bello, la 
tazón de la longitud del ombligo a los pies y la 
longitud del ombligo a la punta de la cabeza debe 
S f r n ^ En los cocursos de reynas de 

cuento C ! Ctlla,es se *Sn°ra a (p. De tomarlo en 
de 97fof 0 7 nOClda Proporción - 90-00-90, serla 

c °ncha marina di eCC FeCUentemente en naturaleza: En la flor del g‘ ld 

ael nagtilus etc 







































SERIES 



INFINITAS 



ZENON DE ELEA 
(495 -435 A. C.) 


9.1 SERIES INFINITAS 

«SERIES POSITIVAS. CRITERIO DE LA INTEGRAL 
Y LAS P-SERIES 

«CRITERIOS DE COMPARACION PARA 
j SERIES POSITIVAS 

« CRITERIOS DE RAZON Y DE LA RAIZ 

55 SERIES ALTERNANTES 














CjipíWlo 


9 5*,** infinito* 


ZENON DE ELEA 
(495-435 A. C) 


7£VWW DE ELBA, filósofo y matemático que nació en El ea , ci udad * 

■ un A C. en el sur de Italia, por un grupo de griegos que W tii e , fund °<h e, 
a "° 5 f Murió en su ciudad natal asesinado al ser descubierto en "«“O 
& a! tirano Nearco. Fue discípulo y amigo de Parminides. 

¡¡¡aula filosófica Eléatica Esta escuela sostenía la unidad y , a ¡n m ^r * 
negando la pluralidad y el mor,miento. Se dice que Zenon y su niaeJÓT *>»' 

Jaros Menas, donde conocieron Sócrates con quien dicutieron sus i de Jn> i 'ki 
Para ele entonces. Zenónya gozaba defama en Atenas, gracia a un l ihl , l ° 5ó K 
escrito, él cual contenía 40 paradojas que reforzaban su filosofa. qtte H 

Zenón inventó el método de demostración al absurdo. En sus paradojas 
existencia de la pluralidad y del movimiento, llegando a supuesta contrad 1 * k 
Estas paradojas dejaron perplejos a los pensadores de su época y de much ^ 
después. Una de las más conocidas es la paradoja de Aquiles y la tortuga 
estimuló al desarrollo de la Matemática en el campo de las series y los limites ° ^ 


LA PARADOJA DE AQUILES Y LA TORTUGA 


T 


100 


La tortuga, uno de los animales más lentos de la naturaleza, desafió a una carrera a 
Aquiles, a quien llamaban Pies ligeros "y es uno de los guerreros más distinguidosát 
a recia Antigua. Aquiles, le dijo la tortuga, sé que tú corres 10 veces más rápido (¡ui 
yo. pero si me das 100 metros de ventaja, tú nunca me alcanzarás. Verás, dijola 
5or P ren did° Aquiles, para que me alcances, primero tiene que recorrerlos 
m. t ventaja, pero cuando lo hagas, yo ya estaré 10 m. más adelante. Cuando ti 
~\ L SU)S ^ estar é 1 m más adelante. Cuando recorras ese metro, )o 

cerril d > ™ acielante - Asi sucesivamente hasta el infinito. Cada vez estarás mas 
<■ mi, pero yo siempre estaré delante de ti. Por lo tanto, tú nunca me alcataras 

^ akanZar “ la l0rl “ 8 “ ‘ S ^ 

100 + 10 + I + 0,1 + 0,001 + • • • ' 



{a ,) es una sucesión infinita de números reates. Los puntos suspensivos al final 
** q ue los sumand ° S con,in,:ian indef >"'damerae. Se uso el símbolo f>„ ^ 

. , a suma infinita de la derecha. 

jb,i ' L ' oS números a¡. a 2 , a } , • ■ ■, a„,- ■ • son los términos de la serie, siendo o„ 

no general o término n-ésimo de la serie. 

'"'Toartir de sucesión {<>„} construimos una nueva sucesión { S. ) llamada la 

esió" de sumas P arciales ’ del modo si 8 uieme; 


Si = °i 
S 2 = <»i + °2 
5j = a,+ “i + °3 


S„ = a, + a 2 + a 3 + ' ' ’ +a n 


La descripción anterior de una seria es informal, debido a que se ha hecho uso del 
término “suma infinita”, él cual no ha sido definido en ninguna pane Formalmente, 
una serie infinita es par de sucesiones ({o»), { S .} )• 


i DEFINICION, 


La serie infinita ¿ o. converge > tiene como suma al número 

I* « I 

real S si la sucesión {S,} de sumas parciales converge a S. 

En este caso, se tiene: 


X>. 




















Si {S*} diverge, entonces la serle diverge. U na ^ 
no tiene suma. 

SERIES GEOMETRICAS 


sctí '«. 


% 


„ lip0 importante de series la constituyen las series geomé , r 




£ ar "" 1 = a + ar + + ar> + ’ " " + ° r + 

Observar que esta serie también puede escribirse así: 

£ ar ” = o + or + an 2 + ar^ + ‘ ’ • + ori' + ••• 

n = 0 

P¡^q^éMA 9T1 Convergencia de la serie geométrica. 


donde 


0*0 


a. La serie geométrica converge si | r| <1 y su suma es 

¿ ar "" 1 = — 

b. La serie geométrica diverge si | r | £ 1 


Demostración 
Tenemos que: 

Si r= 1 , entonces 

S„= a +ar +af + ar* + • • • + a/ , ~ l =a + a + a + a+ m, ' + a = na y 
Lim S n = Um (na) = a Lim n = ± oo, según a > 0 ó a < 0 

n ->« w-»oo w->oo 

oo 

Luego, £ ar " -1 diverge si r=l. 

n = 1 

Si r* 1, se tiene que: 

0) fl + ar + o^ + ar 3 + • • •+ a/ _l 

(2) rS n = ar + af + ar* + ar* + • • • + a / 1 (multiplicando (1) P or r ) 
Restando ( 2 ) de ( 1 ): 

S'-rS^a-a? => (1 - r)S„ = o(l -/) => S„ = = “h 7 

Luego, 


Capitulo 9 Series Infinitas 


. r. t • 1-r" 1- Um r” 

5, , fl' 1 - Lim S„ = Um a --- a Um i_L_ = „ n-».® 

% ar »->- ] - r n ~*® 1—r ° i77~ 

/i * 1 
Ahora, 

-el teorema 8.8 nos dice que Um r" = 0. Luego 
Si Kl u 

1- Um r” 

i£. _ n-*<n _ - 0 a 

n = * 

i ó r £ -1» de acuerdo al te o r ema 8.8, tenemos: 

Si r> 1 


Lim o 
n-** 


® l-Lror" 

r n = a Um r n no existe y, por tanto, £ ar" -1 = a_ n ~* co 

« = i 1 -r 


.. r _i ya vimos que £ ‘«•"-'diverge. 
Sl r n = 1 

En resumen, 

S|r|*l. I diver 8 e 

n - 1 


| EJÉlVlPLO l7| Analizar la convergencia de las siguientes series: 

- **M*i*¿*- 

i vSciíl 

n = 1 ^ 

Solución 

*• Se trata de la serie geométrica: 

.!^-í,r—i 

De acue rdo al teorema anterior, esta serie converge y 


diverge. 
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10 

10 2 io 3 

10 4 

10 5 


1 1 

1 

+ —-T + 

1 

10 l 

, 10 10 2 

10 3 

10 4 4 

co 

y 

2/j.r*- 

,iolioJ 

7/10 

= 7 

L 

n » 1 

1-1/10 

9 


1,6252525 


... = 1,6 + 0,0252525 

= H + 0,025 + 0,00025 + 0,0000025 ♦ 0,000000025 + ... 

= í£ + [1L + 2L + 2L + 1L + ... 


10 


= 16 + 25_ 
10 10 3 


10 3 10 5 10 ' 
1 + 


5-2—. 

> 7 10 9 


1 ^ 1 1 ^ 

—+-+ - + . . 

3 2 10 4 10 6 


16 + 25^ 
10 10 3 


10 


i+—+—!—+—L 

i2 / iv 2 


10¿ (10 2 ) 2 (iO 2 ) 3 

= + y 25 í 1 Y l = 16 + ^S/ 10 3 

10 -no 3 lio 2 J ~ 10 + 1- 


1 / 10 “ 


11 + 25 - 1-609 

10 990 990 


[EJEMPLO n Dada la serie ¿ 

» « o 2 

a. Hallar los valores de x para los cuales la serie converge. 

b. Para los x encontrados en la parte a, hallar la suma de la serie. 

Solución 

*• Tenemos que 



Vemos 


9 ue tenemos una serie geométrica donde 


a 




























I EJEMPLO 5. | El conjunto de Cantor 

El conjunto de Cantor, nombrado así en honor de Geois Cantar 

l b St- del imerval ° t°- 1 * * * 1 propiedades sorprenden,^ Este 

subímervaldíbL^!" 10 ^ 6 * " "*? Subin,ervalos da ¡gual longitud y eliminamos 

suDintervalo abierto del medio, es decir quitamos el intervalo (1/3, 2/3). 


"3 2/3 

tres subinten/líoTdí, 105 n° S ,nte, 7 a,OS restantes repetimos la operación: Dividir 

c ^ Ua on 8itud y quitamos el intervalo abierto del medio. 

■ __ _ 


1/9 


2/9 1/3 


i ■ ■ ■ i 


2/3 7/9 


8/9 


L °n cada uno de ln< • 

sucesivamente hasta el ‘ míerva * os restantes repetimos la operación, > 

números del intervalo ío'n' 11110 ^ con j u nto de Cantor esta formado por todo> 

p , ’ ^ ^ ue qt^dan después del proceso anterior. 

.. 


5 7l 
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S» |uC ‘°" mcr paso eliminamos un intervalo de longitud 1/3 

" CHmÍnar0n 2 ““ dC '»». ^e dan una iongitud 

JI9 c tercer paso. « eliminaron 4 intervalos de longitud 1/27 

^ C ,/ 3 
= 2*’- 

En 8 enel 

io!tg' iud ie ~r" 

„ consecuencia, la longitud total de los Intervalos eliminados es: 

2 3 


4/27 “ "neral.cn el paso n se eliminaron 2" ’intervalos de longitud l/ 3 >. 


que dan una longitud 
que dan una 



IV- W3 

».i3" TTiTi' * 1 


¿SABIAS QUE...? 


Siiaiuns»»- c* Lvnjumo de Lcmtor tiene 

■longitud" 0. Este resultado nos mduce o creer que este coturno tiene pocos 
elementos. Nuestra intuición nos engaña Se prueba que el con/umo de Cantor ti ene 
laníos elementos como los tiene el intérn alo [0.1], Se sabe que el intérnalo [0,1] tiene 
infinitos elementos, siendo este infinito mayor que el infinito que se obtiene al contar 
los elementos del conjunto de números naturales. 


GEORG FERDINAND LUDW1G PHILIPP CANTOR (1.S45-1.918) nació en San 
Petersburgo, Rusia, pero de origen judío. Estudió Matemática en la Unwersidad de 
lunch y la Universidad de Berlín. En 1.869 lo nombraron profesor de la Universidad 
de Halle, en donde desarrolló toda su carrera profesional. 

Entre 1.874 y 1.897, Cantor creó la teoría de conjuntos , la 
cual lo mostró como un matemático creativo de extraordinaria 
originalidad. Revolucionó la Matemática con su teoría sobre el 
infinito, que es considerada como la más original y la más 
perturbadora contribución a la Matemática en los últimos 2500 
años. Sus resultados fueron tan sorprendentes que algunos de 
sus contemporáneos dudaron de su veracidad. La falta de 
reconocimiento inicial a sus im^estigaciones lo afectó 
anímicamente, convirtiéndolo en un hombre melancólico, 
depresivo e irritable. 



SERIES TELESCOPICAS 


Una scrie ¿ a„ se llama telescópica si el término general a„ puede expresarse 

« • i 

a forma. ci„ =6,, — b m + \. En este caso se tiene: 




























.ñora, 

l -|,¿r.f,(í - lir) 

= Lim [ 1- L] = 1 Lim — = 1-0 = 

« -+ ® V n+ \J „ _>oo n+ 1 


1 

n +1 


OO J 

I “i— = Lim S„ = 

fl«|W "f/l /I —> 00 


• Descomponiendo en fracciones parciales tenemos: 

___ '( 1 1 1 

(2«-IX2n + |) 2i.2e.-1 ~ 2 « +1J 

Se trata de una serie telescópica. En efecto: 

Cj L 1 . 

* 2ÍH ,lenemos b n+r 


2(/i + l)-l 2w + l 


573 
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SERIE ARMONICA 

Se llama serie armónica a la serie 



Divergencia de la serie armónica 
L— oo j 

X ~ es divergente. 

#i*l* 

Pemostración 

Observemos que la sucesión de las sumas parciales es estrictamente creciente. 

í.- 1+ i + I + ... + I< s . + _L- Vl 

Calculamos la sumas parciales correspondientes a las potencias de 2: 

,5=1+1 > 1+ 1= 1 
2 2 2 2 2 

5 = 1 +1 + i + I = *+(1+11 >S 2 + I I+il> 1 + 1 = 2 

2 3 4 U 4j 14 A) 2*2 2 

c_c.fl 1 1 1^ c ^ ( 1 1 1 1^31 4 

V 5 6 7 8 J 8 2 2 2 

r _P.fl 1 1 1 1 1 \ O 

l 9 10 11 12 13 14 15 lój 

^p i í i i i i i i i n 4 i _ 5 

>*+ —+—+—+—+—+—♦—+—> -- - - 
l 16 16 16 16 16 14 16 16; 2 2 2 


V > 1Ü 

Luego, 




















El siguiente teorema relaciona la convergencia de la serie £ a n con | a 

n = 1 

convergencia de la sucesión { a n }. 

00 

| TEOREMA 9.3 j Si la serie Y J a n converge, entonces Lim a n = 0 
/» = 1 , "- +0 ° 

Demostración 

00 

Sea S = Yé a n • t ’ ene: 

n = l 

S n — 0\ + (¡2+ 0}+ • • • + ü„ -r> fl,, = iS*/! *S*/| - I 

Luego, 

Lim a„= üm S n - üm S- , =S-S = 0 

n-¥«¡ n —>oo /i —> qo 


[ OBSERVACION. | La proposición recíproca al teorema anterior es falsa. Es decir, 

00 

Lim a„ = 0 no implica que Y a n converge 
n -too 

n = 1 un 

En efecto, la serie armónica nos proporciona 

contraejemplo. Tenemos que 

1 00 

iÍÍIo ~~ “ 0» sin embargo. Y, a n div cr 8 c - 
n * 1 




b. Tenemos que Lim (-1)" 5 no existe. Luego, £ (-1)" 5 diverge. 

00 n = l 


LINEALIDAD DE LA CONVERGENCIA DE SERIES 

[TEOREMA 9.41 Si Y a n Y X h * convergen ve es una constante, entonces 
n * l r * I 

f; ca„ y ¿ (a, ± 6.) convelen y se cumple: 


R » I R « 1 



^mostración 











































































| PROBLEMA 3. 1 Probar que: 



Solución 


Luego, 
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” £,[( !"(*-!)- ' n *)-(ln k- ln(* + i))j 
Tcnem° s una serie telescópica. En efecto: 

Si M*-U-ln *, entonces 6 i + 1 = h 1 -b,(* + Lueg0 

t ln [ 1 "* r ) = **" 6 " +1 “ (ta, - h í)-(i«»-h(. + i) 

* * 2 

-(0- ta 2) +h ^.. h2+ta ^ 

Por lo tanto, 

i in ('-7) = -.¿X 1 - i )- . i d [- h2 + *{' * 9 )-« 

b pactorizando y descomponiendo en fracciones: 

Luego, 

2„4- 2 U-l n) 2 f? 2 \* *+\) 

Estas dos series son telescópicas. Para la primera tomamos b n = —!— y tenemos 

n-1 

2„. 2 U-1 n) 2«->-U »J 2 2 

Para la segunda integral tomamos b„=— y tenemos 

Analmente obtenemos: 


y _!_.i + i = 2 

2 4 4 





























[PROBLE MA 5.1 Otra serie que se comporta como la serie armónica 

Probar que la serie Y In f 1 + - ] satisface: 

V n) 

' ¿ in 1+i] diverge a +oo b. Lim a = Lim ln[l+- 

V n J n ->oo n->® V n 


1=0 


l Se tiene que: 
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<83 


,(lo2' lnl) + ( ' n3 ,n2) + ( '" 4 ,n3 ) + --- + 0n( n +n-ln B )=h.(n+i) 
l<! « f, *V lim S„ “ Lim tn(n+l)»4<» 

£ ,n [ «J "-> co n ~*°° 

" * 1 . mie la función y = ln x es continua se tiene. 

ad q / a r n 

) T + ;J“T + ^ñ )" ln(l >- 0 




Se tiene infimtos circuios que se aproximan a los tres vértices de 
un triángulo equilátero, en tal forma que cada circulo es tangente a 
los círculos adyacentes y dos lados del tnángulo Si el lado del 
triángulo mide L, hallar: 

1. El área ocupada por todos los circuios. 

2. La fracción del área del triángulo ocupada por los círculos. 

Solución 

) Por geometría elemental sabemos que: 

s tres bisectrices de un triángulo se intersectan 
a ’ en un punto, el incentro, el cual equidista de ios 
tres lados. 

b Las tres medianas de un triángulo (segmento que 
une un vértice con el punto medio del lado 
opuesto) se intersectan en un punto, el 
baricentro, el cual se encuentra a 2/3 del vértice 
y 1/3 de la base. 

c. Las tres alturas se intersectan en un punto, el 

ortocentro. 

Por tratarse de un triángulo equilátero, las 
bisectrices, las medianas y las alturas coinciden y, 
por lo tanto, el incentro, el baricentro y el ortocentro 
es un mismo punto. En consecuencia, este punto, por 
ser el incentro, es el centro del círculo mayor, y por 
ser el baricentro y le ortocentro, el radio del circulo 
mayor es la tercera parte de la altura. Esto es, si r t es 
el radio de este círculo y h la altura del triángulo, se 
tiene r, = h3. ., . 

Consideremos los circuios verticales. Construimos otro tnagu o e< ^ 1 
tomando como base el segmento que pasa por el punto de tangencia e 3 
segundo círculo. La altura de este tnángulo es n = ^3 y el radio del segundo 

circulo es r 2 = Í = A, 
























Cip "** 10 9 


Setlllfifrtt*' 


Continuando el proceso obtenemos que el radio de. n-,¡ mo c(rcu|() ^ 
el áre» de los circuios verticales es ^ 




Luego. 
Ay 


JO, c\w caac n 2 T r 3* 




Zi 


2 1/9 , * h 


1-1/9 8 


Pl , rea de todos los circuios 3 veces el área de los triángulos 

Reláma de. circulo mayor. Esto es, 


A = 3Ay - 2/rJj 


3*A i 2 2^ _ 11* 


% 


ios ^ 


8 


72 


La altura del triángulo equilátero de lado L es h * VZ^ZT^ . 

Uíf^í 


a - ,,;J V 

Luego, 4-—A 72 2 


33» .2 
288 


2. El área del triángulo es dj ■ - -Lh' ^ 




Luego, 


A_ _ (33-t/288) Ú _ II» _ 
A t (/3/4)¿ 2 * 24/3 ~ 


i PROBLEMA 7.1 Las series en ia Economía 

Las siguientes conceptos macroeconómicos fueron introducidos por el economista 

inglés John Maynard Keynes (1.883-1.946), creador de la escuela económica “El 

Keysianismo , la cual ayudó a USA a salir de la grave crisis económica conocida como 

la Gran Depresión (1.929-1.939). 

Supongamos que el gobierno hace un gasto inicial en bienes y servicios. Los que 

reci en e inero gastan parte de lo recibido. A su vez, los reciben el dinero ya gastado 
llamar^' ^ arte *° rcc 'bido, y asi indefinidamente. Esta reacción en cadena es 
casto iiVir i° S cconom ' stas * efecto multiplicador. Al final de cuentas, se tiene un 
Pon n! CUa es ma y° r que el gasto inicial emprendido por el gobierno, 
gobierno en témimos matemáticos. Supongamos que el gasto inicial de 

Supongamos \,A b ° IVares y el 8“'° total es kG. El número k es el multiplicador 
ahorran I00«» IT 5 ^-J 0 * rece P ,ores a lo largo de la cadena, gastan I00< »• 
propensión lllh' r ' C,b ' d °- Los números < V " « llaman propensión al consunto) 
-• S e cumple. 

llar ll mul, ' pl ' cad °r*si los recipientes gastan el 90 % de lo reciben. 
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0 


^“^"nrimero 5 recipientes gastan Ge; los segundos, (Gc)c - Cc ! • tos , 
Lue8 °’ 

(OC > C 2 , 

> total ^ G + Ge* Ge * Ge +• • • +GS + - f c 



¿SABIAS QUE. . . 

MAYNARD KEYNES (1.883-1.946) Nació en 
JOW . e Inglaterra. Economista de gran influencia En 
CotnbwZ£¡' cá su f am0 sa obra Teoría general de la 
I- 9 * 6 * * e ¡ interés y el dinero En aquella época. Estados 
ocupad ^ r es(Q j e i mundo, sufría. las consecuencias de la 
Un,d0S ¡)gpresión (1.929-1.939). Esta crisis se inició el jueves 
Gran 0C ( U bre de 1.929 (el Jueves Negro), con el "crac " de la 
/ de Nueva York. Keynes afirmaba que el nivel de 
S ° uirto de un país está intimamente ligado a sus niveles de 
Tsmpleo « inflación. Para garantizar el pleno empleo, el 
^lado debe incrementar sus iunversiones públicas Las ideas 
TKeynes influyeron sobre el presidente Frankhn Mano 
Rooseveit y fueron esenciales para salir de esta cnsis 



[PROBLEMA 871 La alfombra de Sierpinski 

-La alfombra de Sierpinski es una generalización btdimensional 

del conjunto de Cantor. Se construye asi 

A un cuadrado de lado l se lo divide en 9 cuadrados iguales y 
se elimina él del centro. A cada uno de los 8 cuadrados restantes se 
los vuelve a dividir en 9 cuadrados iguales y se elimina el del 
centro. Si continua este proceso infinitas veces, lo que qu a es a 
alfombra de Sierpinski. Probar que tal alfombra tiene area 0. 

Las siguientes figuras ilustran los tres primeros pasos. 



Como el área del cuadrado inicial es 1. bastará probar que el area de la región 
c "tiinada es 1 . Probemos esto último: 
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en.» ¿asar. 

A cada 
tiene de lado 


del primer cuadrado . - ' (I/3) 2 = . 

„„„ de los 8 cuadradosres.an.es le el.mmamos el euadrado| 
do 1/9 - I/3 2 y de área (1/3 ) • Luego, el de los 8 eliminados 


5 »í 


8(l/3 2 ) J = 8(l/9) 2 


elim 'nados^" ,ra| 'I 


Cada uno de los S cuadrados in.ca.es en el segundo paso da , 
cuadrados más peceños, o sea 64 = 8 nuevos cuadrados de los cuales! , 

cuadrado central. Es.e cuadrado central «ene por lado 1/27 = ,/3 3 y por 
(I/3 3 ) 2 Luego, el área de los 64 cuadrados el.m.nados es 

8 2 (l/27) 2 = 8 2 (l/3 3 ) 2 = 8 2 (l/9) 3 
En general, el área de la región eliminada en el paso n-simo es 

8 1/3" ) 2 = 8 1/9)” 

Luego, área lo.al de la región eliminada es 


I 8 8 Z 
A = - + — + ~r + 


. + «n=ií, + * 4 + 

9" 9 9 9 2 


1 


9 1-8/9 


- = 1 


• + - 


¿SABIAS QUE . . . 

WACLAW SIERPINSKI (1.882-1.969) Nació en Varsovia, 
Polonia. Se educó y enseñó en la Universidad de Varsovia. Se 
interesó en la Teoría de Conjuntos, Teoría de Números y 
Topología. Le tocó vivir en tiempos difíciles para su patria, 
durante las dos guerras mundiales. Un buen número de sus 
colegas y discípulos fueron asesinados. A pesar de estas 
dificultades, logró hacer importantes contribuciones a la 
Matemática y al desarrollo de esta ciencia en su país. 


_ _ problemas propuestos 9.1 __ 

la ^evnrlfi'á" blemas 1 «I ? se lian los primeros términos de una serie. Determi *«r 
seríe - d « ermi,,ar 51 —^ 


1 . IJ + 6+Ü + Í1+Ü + 

5 25 125 


Rpta. ¿l5Íf| “ 25 
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1 1 + _+••• 

, i-í + 8'í« 32 

+ 0,04 - 0,008 + 0,00016 

6. *' ’ 

Rpta - Diverge. 

••• Rpta. y ií lY”* _ 4 

...2V*J 1 

Rpta. f 1[_±V 6 

e-.H 9J ~ B 


7. 2 + T 1 + 7f + 2 + ' ‘ ' 


r los problemas del 8 al 26 determinar si la serie converge o diverge. En caso de 

f jrja, ¡a suma. 

£ 2 ^ Conv. 3 

8. 

9 * ¿- *p fa * Conv - — ^ 

« = i ^ 16 


10 • írfer * pM - Conv - I 


12 y - — 

,2> L -.2/1+1 

n -O ■> 

- (J2 
U. I 2 


Rpta. Conv. — 


U - X ' ' 2.-1 Rpt<L Conv. 
n = 1 -> 27 


(-2)*" 2 

-:— Rpta. Conv.- 

45 


13. y 


y»-l 


«i=2 J 
« 2»+2 


^ L 56 

Rpta. Conv. —-— 15. ^ —- Rpta. Conv. — 

^r 3 í 2r — v 2 J * = i 7 5 


16. X 5 3 " 71 n Rp ía Diver. oo 


18. 


i(-')"í-T 

»-o u; 


17. Y —— Rpta. Di ver. oo 

a l n+l 
n=0 3 

Rpta. Conv. — T — 19. Rp ÍCL C° nv - ^ 


20 . I 


\+2 n +y 

o 5" 


n ^ 65 

Rpta. Conv. — 
H 12 


2i. ¿ (pr-T 2 ) Diver - 

2Í 'I [(0,4)-'-(0.3)*] fipra Conv, g 23. ** Diver.oo 

Di ver. 


25 . £ ll Rpta. Diver. 

R • 1 ^ 






















27- t ¡^2X^+5) 3 

■fi 4 _ = - 

29 ' ^.(4/J-l)(^ +3 ) 3 

n * i v 

«o 2 _ 5 

31 ^¡ñ^+Áñ+J 6 



/nflirfw* 


Rpta. Di ver. 

*f 77 "" *""" serie " lescip,c ° ! ‘ «*. 

^/caia resudado. _ 


28. ]T __2_^__ 

„ . 3 (n-l)„ ~ 1 

30. ¿ __L_ = | 

/i « i 4n 2 _j j 
00 

32. j; 


00 

34. Z 


i 9 n 2 +^n -2 
8 n 



n = , (2n-l) 2 (2rt + ])2 55 1 


n _i 2« + l (-1^+1 , 

-- = ^ _ (-l)" + 2 

»+l 


15 V M )" +l 2 ” — = 1 • Sugerencia: (-1) 

35 ‘ fl Ti * /»(/» + !) *(* + 1) 

36. £ J n + í-'I jL - i Sugerencia: \¡ n 2 + // = >/7; +J 

n = i \Tn 2 +n 

37. Y —-1. Sugerencia: Hallar A y B tales que , £(n + |) 

* = »2 fl ' 2" 2"-’ 

38. Z 7—rTT = 1 • Sugerencia: Hallar Ay B tales que —-_= zi + B 

'-'("V 1 ' (» + !)! *! oTT 

3 - 


D! 


y---*=2 40 V _ 1 1 

« = ,(»- 1 /2)(w+l /2)(a +3/2) ’ ~i (" + !)(* +2)(w+3) 4 


enteros A pro ^ emas del 41 al 44, expresar el decimal dado como un cociente de dos 

0,7 - 0,77777. % a Z 42.1,37= 1,373737... Tfpto. — 

_ 9 99 

«.2,321 = 2,321321321 o„,„ 2.319 ,, , — 1.411 

• • Rp,a - - 999 - 44 - 1 - 4 25 = 1.4252525... Rpta. — 

converge y paraestl ^ la ^ ar / os valores de x para locuaces la sene 

l 1 Va '° m '«•"«r la suma S de la serie. 

45 ' I*" D 1 

-1 <*< 1 , 5=- 

1 -x 



^nes Infinitas 


R P ta • 

1-* 

R pta. -1<jc<i > s= ^ 
l + x 2 

«P'O. -W<x< 1/2 . s .__i_^ 

1 + 2* 

/?pfa. ^ __ 3 

~ 5 + x 

Rpta, -^o<xcx, 5* 2 

2 -senx 

/?p/a 1/e <x<e, S ~ 1 

1-ht jc 


51 . ¿H 

deI n, * nu, ° 

paraliza- 

y un balón es soltado desde una altura de A pies. En cada rebote, el balón sube 75 % 
y ' ¿el rebote previo. El balón recorre una d.stanc.a total (vertical) de 28 p,es Malte 
la altura/». R P ta * h ~ 4 P ,es 

54 . a . Probar que el tiempo total necesario para que una balón cpn coeficiente de 
rebote r y soltada de una altura h, deje de rebotar es 

T= y[2h/~j¡ *±£. 

1 -V r 

donde g es la aceleración de la gravedad. 

Sugerencia: Si t 0 es el tiempo que demora el balón para tocar el suelo por 
primera vez, t¡ es el tiempo que demora el balón para tocar el suelo desde la 
cúspide del primer rebote, t 2 es el tiempo que demora el balón para tocar el 
suelo desde la ciispide del segundo rebote, etc. Se tiene que: 

r=/ 0 + 2 f, ♦2/ I +« • • +2/„- • • 

Además, del movimiento de caída libre, s= , obtenemos: t = 2 s/g . 

b. Un balón de coeficiente de rebote r = 3 4 es soltado de una altura de 64 pies. 
Hallar el tiempo necesario para que el balón deje de rebotar. 

Rpta. b. 2(2+ VJ )“ » 27,86 seg. 

%?| al ° n u eS sol,ado d osde una altura de h pies. En cada rebote, el balón sube 64 
S * re ? tc previo. Para llegar al estado de íeposo. el balón ha demorado 9 

^“ndos. Hallar la altura h. 


reposo. 
Rpta. 16 pies 
























ipitulo 9 
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56. 


. v , z que choca en el piso con velocidad v á . 

Un balón- ead* Jj 0 < * < I. Si el balón es lanzado 'J rcb »la c . 

que el tiempo el tiempo necesario para >¡h. * S 

inicial y, P w , uio n 


I 

reposo es f g 1 — i 

¿q ve/oc^rf * asccmo del ba,ón en la pri 

s T-v - st . ¿«^ e! tiemp0 de "* ascenso es '■ - % C su h „ 

desubido de los sucesivos ascensos, son , 2 = * K / g , fj = >> * 
lempo tota! hasta el reposo es: ^ '*•*.« 

T= 2t,+2<2 +2, s + ‘ ‘ ‘ “ ~ ( l + * + * 2 + • . . j 

, ■ c.ión es lanzado con una velocidad inicial de 64 pies/sen Si .. 

”■ Xt de la velocidad es k = 0 , 8 , hallar el tiempo total necesario pa ^ de 

quede en reposo. e K 


Rpta. 20seg. 


57 Dos rectas i, y ¿ 2 se cortan en el punto B formando un ángubp. A una d , . 
a sobre la recta i, seencuentra el punto P„. Se trazan los segmentos 
perpendicular a ¿„ P,P 2 perpendicular a ¿ 2 , P 2 P 3 perpendicular a ^ 
hasta el infinito. Si |p^7 | es la lon 6 itud del segmento P^, ha| , a[ ^ 
términos de a y P las siguientes sumas: 

*• w ww + 

*>• |P.P, | + |P:P 3 | + IP4P5 | + 

e- |P|P7| + |p7p7 I + |p7pT | + 



Rpta. a. 


asen p 
1 -cosp 


b. 


a sen p 
1 -cos 2 P 


= a cosec p 


c. 


a sen p eos p 
1 -cos 2 p 


= a cot p 


58. ¿Qué capital P debes invertir ahora a un interés del 8 % anual que se compone 
continuamente, para que, comenzando el próximo año, puedas retirar 2 millones 
cada año y para siempre? Recordar que un capital P colocado durante t años aun 
interés anual de lOOr % produce un monto M{t) = Pe rt . 


Rpta. P = 


s 24,013332 millones 


59 e| e 7 s a ?/T 0 . duci ? 0 50 mill °nes en moneda falsa. Cada vez que este dinero se usa. 
dinero 1" es de ’ ectacio y sacado de circulación. Determinar la cantidad tota ‘ 
mone a alsa usada con éxito en todas las transacciones. 


Rpta. 200 millones 
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Recordar la sucesión 

probar que: 



O*?"rádones de Cantidades y 
en '' 350) ’ para haiiar 

scne 

su 2 + l + .-- 

4 ^ -- — 1 | «B|,. 

? n * * - - > I 

j„< escaleras infinitas, como indican las f, 2u „. , , ' 

stniy 6 . d igual área. En la pnmera escalera, el'area Ambas 

» en f" '*o de la sene dada 1/2, 2/4, 3 / 8 , „ c ^ ^ peldaiio 

suma de las áreas de los peldaños es una sene geom^ca:?^ 



hecho para hallar la suma de £ -!L 

n = i 2 " 


Rpta. 2 

de Fibonacci: /, = l ,/ 2 = 1 y /. paran > 3 


y-J— = 1 

, „ I fnf ’* 2 

i_L_ 

gerencia: f Jn+ , 


1 


b. y -Lüí_= 

..tf./.. 2 


fn+ \fn+2 


62. Evaluar _2")(2” + 1 -2 n+ ') 

Sugerencia: Hallar A y B tales que 


6 ” 


T A 


TB 


(3 n - 2 n )(3 n+1 - 2 n+1 ) y - 2 " y* - t 


63. Evaluar £ —— 


12 " 


nB \{4 n -y)(r+'-y") 

Sugerencia: Hallar Ay B tales que 


Rpta. 2 
Rpta. 3 


i 2 " _ = _y_A _ y B 

(4" -3")(4 n+1 - 3 " +l ) 4" -3" 4* +l -3" +l 

W. El triángulo de Sierpinski. Se tiene un triángulo equilátero de lado 1. Uniendo los 
puntos medios de los lados se obtiene cuatro tnángulos equiláteros, de los cuales 
se elimina el del medio. De cada uno de los tres Testantes, nuevamente se unen os 
Puntos medios, generándose cuatro tnáqngulos de los cuales se elimina e e 
eentro. Se repite estos pasos hasta infinito. A la figura que queda después e e. 

c 'paciones, sc U»ma triángulo de Sierpinski. 

^ ar que el triángulo de Sierpinski tiene área 0. 

¿77! cia: probor <l<« la suma de las áreas de los triángulos eliminados c 

a «rea del triángulo inicial. 
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Pas» 2 Paso 3 

P " S ° „h*do de lado 1 - Se unen los P untos medios del „ 

65 . Se "eae o" cuad 0 d ¡ nI erior. Se pinta el tnágulo superior derechl p*. 

formar otro c“ a <> de | cu adrado interior y se forma un tercer S Vu O 
unir los puntos ^ ha . S e continúa este proceso infinitan,'“ adra <lo S* 
ScaenirSuras. Hallar el área de la región pintada. ' 


,, ri nroblema de la mosca. Dos ciclistas que están separados por 5 . 

una carrera para encontrarse, a razón de 10 Km/h cada uno. Al mismo , le 
mosca, que vuela a razón de 16 Km/h, parte de la rueda delantera de unj^' ^ 
bicicletas hasta encontrar la rueda delantera de la otra, e inmediatamente .¡„ “ 
en busca de la rueda de la primera bicicleta. La mosca repite una y otra « >a 
proceso hasta que los dos ciclistas coliden y la mosca es aplastada por | a ¿¡j* 
Hallar la distancia d que recorrió la mosca. 

Sugerencia: Construir una serie con las distancias parciales que recorre ¡ a 


fyta. d = ^( 5 ) 


l+ ±J±YJ± Y 

66 U 6 ) { 66 ) 


+ . . 


J6 m 


NOTA. Existe un método mucho más simple para hallar la distancia d: 

La razón de las velicidades de la mosca y los dos ciclistas es 

20 5 

Esta misma razón debe cumplir las la distacia d recorrida por la 
mosca y la distacia recorrida por los dos ciclistas, que es 5 Km. Esto es, 
d 4 4 

3I (5) - 4 ^ 

¿SABIAS QUE... 

Este problema se hizo famoso gracias a una anécdota 
en la que intervino uno de los científicos más brillantes 
del s J gl ° XX, John von Neumann (1.903-1.957), 
wadorde la Teoría de Juegos, pionero en las Ciencias 

eálni ontputación y de gran abilidad para resolver 
cálculos numéricos mentalmente. 

respuesta a! P , lantearon el problema de la mosca. La 
ya connr ¡ l ° f lnstante ¡¿h!, le dijeron, es que tú 
respondió a ít, 6 i trUC ° del camino sencillo. No, 
suma. Snta mente constru i la serie y hallé su 



John von Ncum*nn 
(1.903-1.957) 
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opo de nieve de Helge von Koch La cu 
lfl curv» d f sorprendentes. Es una curva cerrada, no’ ades <*birltiene 
^ n opi^ l sus P“ nloS (en C ^‘qu,er punto no es diferenciaJ?" tangente e " 
ng V Acierra una región (el copo de nieve) de área fí c l,ene lo "gitud 
^nita y 1.906 por el matemático sueco Help,. w ._ .? la ‘ Esla curva fue 


un® *~e>.. - t - «x. meve) de área r c l °ngitud 

.'finita y C "" , 'i.906 por el matemático sueco Hel Ee Vnn !?’ la - Esla curva fue 
l»</estudiante y profesor de la Universidad de F.s,ocol mo °' h (l - 87 °-< 924 ). 
t.icn fü ^os con un triangulo equilátero de lado 1 a J 0 
q % uno de los 3 lados lo dividimos en 3 ^¿“rva la denotaremos 
con <* focamos un triángulo equilátero que apunte hacia S*,* “ bre >a 

seg un p es la curva Cu 1 uetlene 12 lados - Nuevamente a cada ' b ° rramos la 
W* ^dividimos en 3 parte .guales y, sobre la segunda, col^iV" 0 de los 12 
lados lo a p Un te hacia fuera y borramos la base Esu í *"“8“'° 
^'fulos este proceso construyendo una sucesión infinitas u^asV 'T ^ 
Con j peta sucesión es la curva del copo de nieve de H*i C " U curva 
SJe encierra es el copo de nieve o estrella de ££%£ **" » 




IW*‘ 
región q 

petertninar N„ = el número de lados de la curva C„ 

*' germinar U = la longitud de un lado de la curva C„. 

11 Determinar Pn = el perímetro de la curva C„. 

C probar que la longitud de la curva del copo de nieve de 
Koch es infinita. 

e> Determinar A„ = el área de la región encerrada por C*. 
f probar que el área del copo de nieve es A = 2 fi / 5. 




Helgt von Koch 
tl.8T0-t.924) 


c * p n N n L n - 3 ( 4 ) — - 3 ^— 




k-\ 


SECCION 9.2 

SERIES positivas, criterio de integral 

Y LAS P-SERIES 


general^ eomdtr ' cas y las telescópicas tienen epecial ventaja de que en término 

Sün iacon r ^ sumas parciales es fácil de calcular, lo que nos permite calcular la 
taci iHnzl ... . ^ _K«IUr nnA 






























, o series tnf inití ' s 

Capltul 0 9 

\ 

, « difícil o imposible de hallar. Para resolver e slas 
fOneel» P ara ,f"' 0 criterios que nos garanheen la convergencia o dil?"^ 
cuenta con «£“"* „ 0 s ocuparemos de estudiar estos criterio! d X 

SÜ-* p-— pos,,,vos - s ' c <^ 

pffgñÉMÁjJI criterio de la integral. 

--- s¡ /es positiva, continua y decreciente en el i me 

a„ =/")■ entonces rvalo [ 


<x> C °° 

£>, converge <=> J /W <* converge 

Demostración 

Tomamos el intervalo fl, »] y I® región sobre este inérvalo y bajo 
construmos los n - I rectángulos inscritos de base I y de altura o,, 0 
r«nectivamente. Las áreas de estos rectángulos son a 2 , 0) ,. . .^ u¡ 
. h __ n iip área baio curva. Esto es: 


°iu 


M « menor que el área bajo curva. Esto es: 

a 2 + * • + *«* Sn-Oi ^ J f(x)dx 


y. 

° n - La suma d e ” 




0 ) 


y i 

Similitarmente, construimos n - 1 rectángulos circunscritos de bases I y a |t 
t a h - • - |. Las áreas de estos rectángulos son a u a 2 , a 3 , • • • a„_ h á UraSfl| 

gión bajo la curva es menor que el área de los triángulos circunscritos'. Esto es^ 1 


J* f(x) dx < 0 | + a 2 + a 3 + • 


• + ¿7„_l - S„_| 


2 3 4 



(=>). De la desigualdad (I), y considerando que/es positiva, obtenemos: 

^ J j /(*) dx + ¿ 7 , < | ^ /(*) £¿C + ¿7| 

Esto es, la sucesión {S n } es acotada superiormente. 

Por otro lado, en vista de que a„,, =/„+,) > 0 , se tiene 

Esto ac i. ., ^n < ó’n + a„, | = + | 

b oes. Ia sucesión es creciente. 


C ' PltUU> ' ! ^ñes Infinita, 


secuencia, por el teorema de la convergencia mon6w 
en con «j no (teorema R i n\ i 

fc i es convergente. Esto es, la serie V a „ 810)la 

^«nverg,. 

5ljC «robaremos el contrarreciproco: 

^ esto, P‘ 

nafa w «r. 




f /(*)<& diverge => ¿^diverge 

J I " = t 

V./”íi 

+ oo.= f /(*)* = I /(*)* <; 

Jl n_>co J1 fT?x Sfl ' 1= u ^S n 

ao 

En consecuencia, £* diverge 

6 n = l 


ff] Probar que: 

i£_ n , r-> n * i 

V — converge b. ¿,~* 0 > 1 »converge c y£n 
„ = I n=l^ ~ .ta»' 

Solución 

Cambiando n por x en obtenemos la función /x) = -i-, la cual es continua y 
positiva en el intervalo [1, +oo). Ademas: 

/'(*)= -— 2 ^— = —^ 2 x ^ y 0 <=> * > 1. Por lo tanto, / es 

decreciente en [ 1 , +oo). 

Estos resultados nos dicen que la función/ cumple con las hipótesis del teorema 
anterior. Ahora, 


(3) 


í -dx- í xe X dx- Lim í xé*dx 

J i e x J , /-►* Ji 

Integrando por partes: u = x % dv- e~ x dx , du - dx, v = 

J x e~ x dc * -xe^ - J - e~ x dr = -xe~ u -e 

Lueg0 ’ Egresando a (3): 


1 "'* “ m Üí [(7 - 7H7' il 






















Opíruío 


, Será* 


Infinitó* 


, L Tcc ( e') U 

+ 1 

c 


2 

+ - (L’Hópital e„ el 

0 - 0 + 2 /e “ 2 /<? 


¿x- converge y, por lo tanto, 

también converge. 


•íltl, 


'¡te) 


% e (In a)x y se procede como en la parte a. 

.. . „ „ v en — obtenemos la función J{x) = !a 

c . Cambiando n por A en „ , 

' positiva en el intervalo [!,+-)■ Además. 

/ . w= Izili y /'(,) = l3^<0<=> ln x> 1 <=> X>e 
Luego, / es decreciente en el intervalo ( e , +«). 

El enteró inmediatamente mayor a e es 3 y La función /es continua, positj va 

decreciente en el intervalo [3, +»). 

Se tiene que: 

f °°— dx= Lim í 

J 3 * '-** h 

= Lim f—(In r ) 2 “(In 3 ) 2 


c< ""inua y 


f'iü*- Lim 

“(in X ) 2 

J 3 X t -► oo 

L2 J 


= +oo - -Mn3) 2 =- 


Como 


dx diverge, por el criterio de la integral, Y — diverge. 
3 * „=3 W 


En consecuencia, 



In 2 
2 



también diverge 


[EJEMP LO 2. | Probar que: a. Y-í-converge b. Y-diverge 

n.2n(bn) 2 n.2 nhn 

Solución 

a. Cambiando n por a: en ——_ obtenemos la función j{x)-- -T‘ 

n(\r\n) 2 *(lnxr 

Se ve fácilmente que/es continua, positiva y decreciente en [2, + 00 )* 

Se tiene que: 


PítU, ° 9 Series Infinitas 


J, r , “ n 

“flnr + ta 2 j = 0+ ¿- 


1 

ln 2 


Lueg°- 


Í * —- dx converge y, por lo tanto V l 

,*( h,Jt) ’ -2 MW C0nvn8 ' 


por X en —— obtenemos la función ir,, = 1 , 

y n ln n Jy 1 . la cual es 


Cambié 0 

b * «ositiva y decreciente en [ 2 , +*). 

continua. P 

S e tiene qu* 


en»' 'i- * i 

f dx = Lim í ) = Lim ílnjbuj ' 

J 2 x lnx l -*°° Ji i-«o L 1 1 J 2 

= Lim ln j ln í ( - n | ln2| ^ = oo 

Í CO , * 1 

—!— dx diverge y, por lo tamo, Y- diverge 

, xfox ^ 

* 1 

unTA Se prueba que (problema propuesto 28) £--converge si p > l y 

N Ü,A ‘ K ««2 n(kin) p 

diverge si p £ 1 • 

LAS P-SER1ES 

® i 

A las series de la forma Y — se las conoces con el nombre de p-series. Ellas 
desempeñan un rol importante en el estudio de la covergencia. 


[TEOREMA 9.61 Convergencia de las p-series. 

La p-serie Y —- es convergente si p > 1 y es divergente si p - 1 

«■i 

Demostyración 


Si p< O, entonces Lim —— * Lim n /, -' K30 y, por tanto, ¿ d * VCT 8 


n —►ao n -**> 


,=1 

I 


Si P- O, entonces Y — = Y I =«o y. por tanto, £ — d,ver8e 

*- n 0 n*t n 

n»l n n«l 

Si P=l, entonces £ -i = £ - es la serie armónica, la cual diverge, 

o-i n p " 
























1 


, , series Irfri** 5 

C,pttul° 9 * 

X = -í- es continua, positiva y decr^ 

5 ¡, > 0 la ft»nc.ón JW x „ aec ^c,ent e ,, ^ . 

f/ ,+oo) y tenemos: 




'Si 




O 


1 


¿r : 


1 

H’ si P 

^ si <u D 


= yjOo f,*'* \_ [ -p >-p 

o, por el criterio de la integral, ^ ¿ converge si , >, y ^ ^ 
rÉJEMPLOT] Las serie: 


Luego, | 


a . -les una /^-serire con p = i < 1 . Diverge, 
v» 

b. V -4= es una / ? - serire con p = 2 > 1 . Converge 

n=l^ n 2 *' 

00 1 

c . ^ — es una p-serire con /? = 3. Converge 
d - ^- SenreC0 ^ = 3.Conven 


e - I*” = I ~57T es 

«=l n = 1 w 


una sen re con P = -¿ <-i. Divergs 


ESTIMACION DEL ERROR EN EL CRITERIO DE LA INTEGRAL 

00 

Supongamos que ia serie de términos negativos 2^ conver g e de acuerdo al 

n = I 

cnterio de la integral, pero no conocemos la suma. Ahora queremos aproximar la suma 
S mediante la suma parcial S,¡. Se llama residuo a la diferencia entre S y S„. Esto es 
R n =S-S n = a n+ , + cin +2 + a „+ 3 + • • • 

El residuo R n es el error que comete cuando se aproxima a S con S„. 

[ TE0REM A9JJ Estimación del Residuo en el Criterio de la Integral. 

S' a n -fin) y / es continua, positiva y decreciente en [n. +oe )y 

oo 

s * converge según el criterio de la integral, entonces 


Capítulo 9 


Series Infinitas 


r * CÍÓ . 0 a la primera figura, tenemos. 

p c acucro 

acuerdo a la segunda figura, tenemos: 


O) 


D c 


Rn 


= a„+i + fl/i+2 + On* j + • • • £ I 

J n 


f(x) dx 


D e(i)y(2)° b,enemos: ]J (x)dx s j*,«* 



n n+l n +2 



Solución 

» i 

a. 

ff*l " 


00 J 

T] . a. Aproximar £ ^ mediante S 5 . 

b. Mediante el teorema de estimación del restduo, estimar el error 
cometido en la aproximación anterior. Esto es, hallar una cota 
inferior y una cota superior para R, 

c. Cuál es el mínimo número de términos que se necesitan para que 
su suma S n aproxime a 5 con un error menor que 0,0001. Ei 
decir, hallar el mínimo n tal que S- S„ = R,< 0.0001 

-T + -t+-t + -t + -t = 1 + “ + ~ + — + — * 1,185662 

l 3 2 3 3 3 4 3 5 3 8 27 64 125 


b. De acuerdo al teorema anterior 


f \dx ZR S 5 f \dx 
Je x Js x 

Por un lado tenemos que R s £ í 4 rdx= Lim 
Js x 3 

Por otro lado. R¡ ¿ f -L¿t= Lim [—4-+-L- 
Luego, 


1 + L]=-L=o.o2 
H 1 2(5) 2 J 50 

■ —«0,01389 
72 


0,013888 5 R¡ 5 0,02 





















c. ^ osh3 " ar '' ,ail "r : 'i ' i [__L + _L_1 

A £ l 7* [ 2 1 2 2(/i) 2 J 

. J_ <0,0001 

Buscamos n ía “1 2n 2 

1 —• n 2 > 5.000 => n>/¡35j a 


/?„ ¿ 0 , 0001 . Bien, 



c 0,0001 


2w 2 > 


0.0001 


7 0,7l 


2 /í 

Luego, n - 71 


consu 


Si sumamos & a los mes miembros de I. desigual* del treore ma 
iderando que A + * ■- <í- *> + Se obt ’ e " e tlCTe '< Oriente coro^' 


S n + ¡ /»* * S + í 

J n+I J n 


/(*) dx 


1 

[ejemplo 5T[ . Aproximar la suma S = £ mediante el corolario con n = 5 


Solución 

De acuerdo al corolario con n =5: 


S 5 + í Xrdx < S <Ss + f \dx 

Js * Js * 

r 00 1 

En el ejemplo anterior, obtuvimos S 5 = 1,185662. Además, I —dx= — 

J„ * 3 2n ! 

Luego, 1,185662+ —L- £ S £ 1,185662+ —Ur =6 
2(6 ) 2 2(5)2 

1,185662+ Í5S5 1,185662+ — => 1,199550 £ S £ 1,205662 
72 50 

Aproximamos a S con el punto medio de [ 1,199550, 1,205662], o sea con 

1,199550+1,205662 .. 

---- 1,202606 

intervalo' CaS °' COmetemos un erTOr de a >° más. la mitad de la longitud de t» 


1,205662-1,199550 


= 0,003056 


En resumen: 


^pitulo 9 


Sones Infinitas 


limación. S * 1.202606, mejora la aproximación S « c 

ES'» >P 1 se demuestra en el ejemplo siguiente, para Ss = 1 .'85662. De 
^"l 202656 con error menor que 0,003056 se requteren 13 tén ”" ^«"nación 


002 

b. Hallar S„ , donde n es números encontrado en la pane 

Solución 


D 


Luego, n = 
i, 5u = 1.19931 7 


1 <0 ’ 003056 ==“ n> ftñmmx )x i 2791 


PROBLEMAS RESUELTOS 9.2 


___ 1 » i 

[PROBLEMA 1.1 Hallar el valor de la suma de la sene £ - con tres cifras decimales 

>i = I n 

correctas o correctamente redondeados. Es decir, hallar S„ tal que 
S- S„= R„ £0.0005 = 5/10». 

Solución 


Rn * f \dx~ Lim I—+ -^1 = -^- 
J„ jc 5 í-t» [ 4 / 4 4n 4 J 4n 

Buscamos n tal que — <, 5/10 4 . Bien, 


Luego, 


~ £ 5/10" => 4n 4 i 10 4 / 5 lO/VTÓ =4,729 => n = 5 

4 n 


£-t*S 5 =± + -U' +4 + 1 = 1,037 

-i ir I 5 2 5 3 S 4 5 5 5 


























” ' w n 

el número de Euler a 



es conocido como el numero de Euler. \ e 
ha calculado muchas cifras decimales y no se & k Úmer °sei 
es racional y irracional. Sab e tod avia jjj 

Solución 

. De la deidades (I) y (2) *1 teorema 9.1 obtenemos: 

/• n+ 1 r n 

J f(x)dx <, S„ ía, + J f(x)dx 
Estas desigualdades, aplicadas pa la función f[x) — , nos dan.* 

— ^l+-+-+***+-^ 1+ f — => ln(n+ l)<l + i + I + ... + l 
J t x 2 3 n ) 1 x 2 3 

b. La sucesión { b„} es acotada. En efecto, de la parte a anterior: 0 < b„ <\,\/ n 
Ahora probamos que la sucesión { b n } es decreciente: 

Observando la figura vemos que 
t C n+ ^ // 

-< I — = ln(n+l)-lnn 

n+ 1 J„ * 

Luego, 

b„+\ = I+Í-+-1+• • •+-L+_!-ln (/i + 1) 

2 3 n n +1 V 7 

< l + T + ~ +' • •+— + (ln (n + 1) - ln n ) - ln (n + 1) 

¿ó n 

1+ 2 + 3 + + =b n 

En consecuecia, por el teorema convergencia monótiona, {b„ } es convergente. 


N Ax)-l/x 

—Er 


— J La sucesión armónica crece muy lentamente. 

a * Probar que la suma del primer millón de términos de la slIU 
armónica es menor que 15. Es decir, 


° 1.000.000 


1+I+I+. 

2 3 


1 


1.000.000 


- <15 





hallar el tiempo requerido Da ' ° n 
Sn> donde el n hallado en la parteé 

»1 problema resuelto anterior sabemos que 

\ + " + 1.000.000 s 1 + ln (>.000.000) I + n 82 < 1S 


SOlUC tare« ade "- 

l .P‘ ,rp i + i+...+ —!— 

l + í 3 1 000000 -1-13.82 < 15 

„ la otra parte de la desigualdad de la pane a del probleTn 

. , 1 . 1V Problema anterior, 

,+J.+ -!.+ •••+-£ln(n+l)£4o =p . + «o 
S»= 1 + 2 3 « ” + 1 ^ *2.354x10“^ 

> 2 354 x 10 - 1 . Tomamos n = 2.354 x lo 14 

En un año la computadora suma: 

60 x 60 x 24 x 365 x 1.000.000 = 31.536 x 10 5 tén™». 

Luego, para sumar los n = 2.354 x 10 14 términos se requiren 

2.354xl0 14 . 

-ñ - 7.464,5 anos 

31.536x 10 9 

La computadora, para haber terminado esta tarea en esta época, tendri, „ l - 
empesado desde los inicios de la Antigua Mesopotamia. que ha 

^ hn 


¡PROBLEMA 4. ¡ La p-serie logarítmica 


Solución 
Casol. p<, 0. 


® /I 

Probar que la £ converge si p > 1 y diverge si p < l. 

n=2 * 


Si p £ 0, entonces-p > 0 y Lim— = Lim(n" p lnn) = oo 

n-> « n P n-wo 

Luego, por el criterio del n-simo térmno, £ — diverge. 


Caso2. 0<p < i 


n * 2 n P 


1 ln x 

Cambiando n por x en obtenemos la función fix) = ——, la cual es 
n P x p 

continua y positiva en el intervalo [1, +oo). Además. 

-P* P * n x _ xP *Q ~ P ^ njf ) y f(x) = <0 O 1 -p ln jc<0 


f{x ): 




















\T\X>UP 


jando la formula - 
jW¿ t= J.t -/; ln x dx- 


y, por lo tanto 


Luego, 2] ---diverge. 
n =2 ^ 





decreciente en e, intervalo [e 1 ^, -). 


LUeg0 ’ . />« continua, positiva y decreciente en el intervalo 

, f , 

r ... ^- -—jt '’lnx - - \x- p dx 

1“P J 

1-p 


' +t5 °). 


I-P 


¡¡^? 


t por lo iaii»v» _ | 

f- In^-Lim f — d* * = ^ *7-í ln jc — _J_Y]* 

l'U,^ > ™ W 


\-p( i ^ e ^~ P( 


ln t 


i-pI i-pJ l ~P 


i 


Mp- 


l-i 


*+00 


Caso 3. p - 1 


00 ki /i 

En la parte b del ejemplo 1, se probó que £— diverge. 

n = 2 n 

Caso 4. p > 1 

Procedemos exactamente como en el caso 2 y obtenemos: 
f* —dx= Lim [Zlií|„/ -- L 

J e i'Px p 1 -p) 1 -p ^ 1 -p 

e c -P)'P( I A M-p)/p( 1 

00 

Luego, £ —-converge. 

n =2 ^ 


, s ^T eme problema requiere del uso de un Sistema Algebraico de Computación 
l »AC). Aquí usamos Derive. 


CHEMAS] a. Probar que la serie ¿Í^Zconvege. 

n ■ I n 


‘ Ca pitulo 9 


infinitas 


f(lnijl¿x 


v ' ia,n eme redonH-. j n í cifras 
el menor n tal que R n < 0,005 Meadas. Es decir, hallar 

^ oenCUCT,a ' afÓmUladeredUCC,Ón J4de '^ tenemos: 

Jx'Mn*) 1 *-Llnx)’ + 2^,* 

-i(tax>» + 2[-i h , -i]=-I( (1 . x)l+hxI+2) 

ijidx® Lim| --((Inx^ + lnx 2 + 2 ) I 0+0 + 2 

t-»«L x 'J, ¡—«2 

J* (J^£)_ í ¿ c = |^- -^(lnx) 2 +lnx 2 + 2jj = fo w ) 2 +ln n 2 + 2 
Hallamos el menor n tal que: 

¿í i n n * —< 0,005 => (ln n ) 2 + ln n 2 + 2 < 0,005n 
n 

Al SAC le pedimos resolver la ecuación (ln x ) 2 + h x 2 + 2 = 0,005x. Nos da 
solución x= 24.951,78. Luego el n que buscamos es n = 24.952 

*952 w v2 

c. El SAC nos dice que £ ~T~= 1 >98 
n = 1 n 


{ 


’(lnx 


b. 

Hall* 

. (ln n) : 


_PROBLEMAS PROPUESTOS 9.2_ 

En los problemas del 1 al 21, usando el criterio de la integral , determinar si la 


serie es convergente o divergente. 

‘•I— 

•■t« w 

Rpta Diver. 

if-L. 

«.i 3n — 1 

Rpta. Diver 

•0 

!— 

(i.., 1 ' 1 

Rpta. Conver 


te 

•I 

3 

3/2 

flpfa. Conver 

« - 1 

n 


•e 

I 

N » 1 

n 

fyío. Diver 

n 2 +1 

«O 

I 
1» • 1 

n + 3 

n + 1 

Rpta. Diver 






























C »pitul° 


9 Series 1 



7 . i-fr 

/?/7W. Conver 

*• 

n « 1 g n 

Rpta. Crt 

p rnl e 

<c_ n _ 

. Rpta. Conver 

10 . yií-ü 

nml „2 

Rpta r 

X -rrr<i j/3 

(4n +5) 

n ■ 1 ti 

Co »Ve f 

lh 

Rpta. Diver 

12- t - - - 

" “ 1 n 4 +2n 2 +1 

* i 

^°nv et 

13 - ¿ ZjT 

Rpta. Conver 

“• rr- 

» - 2 W « -1 

Rp ' a Coav er 

* - 1 (n + 2) 




^,‘7 w 
i* 

Rpta. Conver 

16. ¿ tan ~ ,;2 
» m 1 1 + w 2 

Co„ Ver 

«-> 2 


® 1 


17. ¿ coC'n 

Rpta. Diver 

18 . y 1 

e n +e~ n 

Conver 

r I 

19 . i—— 

n = 1 n +9 

Rpta. Conver 

00 

20. Z sec b n 

n = 1 

R P'a- Conver 

21. Z sech2n 

Rpta. Conver 




En los problemas del 22 a124, determinar si la serle es convergente o divergen,, 
22. ¿5»' 10 " 1 Rpta. Conver 23. ¿ +/T 0 - 99 ) Rpta. Diver 

- - ■ n = 1 


«■ I 


2-71 


Conver 


En los problemas del 25 al 27, determinarlos valores de p para los cuales laseríe 
es convergente 


25 ‘ Z —: J Rpta. p > 1 

”- 2 (» 2 -1) 

* n 2 

26 ‘ Z —:- - ■ Sugerencia: Sea u = x r 2 + ] Rpta. p > 3/2 

"■'(<i 2 +l) ^ 

00 

27 »?/ 1+n 2 ' Sugerencia: Sea « = I + Jt 2 /tytfa. /> < -1 

/Veiar j« e /as senes 2ij. 29 convergen sip>\y divergen si p 


2*. £_L_ 

"* 2 n (Inn) 2 ’ 


29. X 


"■ 3 ninn [in(In n)] 


. Sugerencia : u * In (In *) 
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Series Infinitas 


n m\ n > 

, . 0.1 dominio de esta función. 

Halla r cl Rpt a . (1 

j 0 Eulcr (1.707-1.783) descubrió que- 
keon ar 2 


4P) 


6 ¿,7" 90* a6)= I 


" * > n 6 945 


«i — e i menor número n tal S„ aproxime a S = V 1 

J , ’ Hí ‘ ... ... , ri COn Un menor que 

0 01 Es decir, hallar el mínimo n tal que £,<0.01 

„ fy>ta. n = 101 

* — - ‘ '• 

adtó.talUr S. ul,. e K íUm 

» R P ta s e= 1,0172 

, 3 . Hallar el valor de la suma de la serie £ con 2 cifras decides correctas o 

correctamente redondeados. Es decir, hallar S n tal que R, <0.005 

Rpta. ^7 = 1,34 

34 . Hallar el menor número n tal S n aproxime a S = £ — 1 ^ una dfia 

. = i n(kw) 2 

decimal correctamente redondeada. Esto es, hallar el menor n tal R,< 0.05 

Rpta. n^e 20 

35. a. Usar la suma S 5 para aproximar a S, la suma de la sene Y - 

J 

i = i n 

b. Estimar el error cometido en la aproximación antenor. Esto es, hallar una cota 
inferior y una cota cota superior para R H 

c. Usar el corolario al teorema de estimación del residuo para mejorar la 
aproximación de la parte a, dando una cota £ para el error en ests aproximación. 

d. Hallar el menor número n tal que al aproximar a 5 con S„, el error R n sea 
menor que la cota E hallada en la parte c. 

e. Hallar S n , donde n es el número hallado en la párete d. 

Rpta a. S s - 1,080352 b. 0,0011543 < R s < 0,002667 
c.S* 1,082457 con error <0,001124 d.S 7 = 1,081513 

36* Sea a > 0. Probar que: 

V 1 

8 ‘ converge si a>e y diverge si a £ e. 

ñm\ a 

Sugerencia: a 1 " " * n ta y aplicar el criterio de las p-series. 



















cpíwl»’ 



Serio» I «•*“ 



converge si * < I y diverge si * * i . 

”a 1 ""“ “3T7 y aP “ Car Sl Cr “ erÍO de '« P- Ser¡es 


SECCION 9.3 

criterios de compararon para SER|Cs 


la seri, 


serie 


CRITERIO DE COMPARACIÓN DIRECTA 
Sean ¿a, í í». dos series de términos Positivos. Se dice que 

/I* 1 n " 1 

cO 

Y b domina a la serie £ a n si se cumple que a n <b n ,\/n 

n „ _ r 

i» = i " aI 

[TEOREMA 9.8] Criterio de Comparación Directa de series Positivas 

OO 00 

Sean y £ b » tales que »Sa„SÍ„,Vn>* 

n * I n«l 

® 00 

1. Si converge, entonces £ ^ converge. 

» ■ 1 n = 1 

co * 

2. Si 2] 0 „ diverge, entonces £ diverge. 

n - i n = i 

Demostración 

I. Sean S„ = ¿ 0 , , r„= ¿ é, y r= f>„ 

* = 1 * » I « = 1 

los tén ™ nos de las series son positivos, las sucesiones { S n } y { T n } son 
precíenles, bn efecto: 

S " <S " + a ’« = S„ l T n <T„ + 6^1 = r„ t ,. 

tr- "f !' ° n S implica <l ue * T,, S 7 1 . Luego, { S„ } es acotada. 

« C a suces ‘ón monótona y acotada (Teorema 9.10), { S„ } convege 
Es'oes, £ a¡¡ converge. 

2 La "V 

contrarrecíproca de nan 2 S ' del hec ho de que esta proposición « ' 
absurdo. P rte '• Se Pude también probar fácilmente por reducen» 





^pTOj3 Es,ud ' ar La COnVergenc ' a de la las series . 

2. t-L 3. V 1 
I. í 5"+l »-i"” „. jTr'' 

a*' 2 V 1 - 1 

1 1 • , 

Sír-<y-L 

+ 1 5 « - 15 + 1 • 



«a 


ln n 


+ n 2 +1 


pero 


00 1 , 
y — es una sene geométrica con r = i« 

*. Z-f 5 " 11 3 y, por 


13010 convergente. 


Aún más: 

£,?■ TrC5-Í L ”r».r»'.p.~i«a m „ 4 t JL 

'»* 1 * * 1 5** -«-1 

"*2 n * = 2 ¿ 

Como ¿ converge ' P° r ser una geométnca con r = 1/2 <,, la 

«1 * 1 
£ converge y, por lo tanto, la serie £ — converge. 

. _ 7 - - i n 


3. Para n > 2 se tiene que: 

A 1 1 _ ^ 1 A 1 

0<- <-=> 2 . — < £ —-— 

y[~ñ yf~ñ — 1 « = 2 yfñ * = 2 *Jñ -1 


® j ® i 

Pero, Y -= V -es una p-serie divergente, \a que p = 1/2 < 1 

-lV£ R. 2n t/2 

* 1 

Luego, por la párete 2 del teorema, y -es divergente. 

* « 2 vñ - 1 


L Para n > 2 se tiene que: 


0< 


n 3 +n J + 1 n J n 1 
1 


1 c 

—= — =>! 


ln n 


*Zt 


* - 2 n 


| J +B J + 1 «* 2 « 


* >ero ’ £ “5“ es una p-sfne divergente, ya que p - 2 > 1. 

• ■ 2 n 

Ue8 °- P° r I» párete 1 del teorema. ¿-—-converge 

» - 2n 5 +rt 2 + 1 






















c.rm>°’ <|, 

criterio de comparación diíl lim, Te 

^Criterio de Comparación del Um'.e 

Sean ¿ ? 2>- t,, “ qUe a " > 0 * b„>0 V „- 


converg.no ambas serles divergen. 


TACTICA PARA APLICAR ESTE TEOREMA. 

Se busca estudiar la convergencia de una sene a, . 

Pas o 1. Hallar una serie ¿ cuyas propiedades de convergencia sean 


(como una p-serie o una serie geométrica) y que el término 4, sea 
‘esencialmente” lo mismo que a„. Así, si a n intervienen cun cociente d 


polinomios, b„ se obriene tomando sólo los términos de mayor potencia 



"4*. 


0 < L < OO 


\ entonces 


ambas 






conocidas 


Paso 2. Verificar que existe Lim y que este límte es positivo. 

n -+ oo b n 

Paso 3. Aplicar la conclusión del teorema. 

w 2n 2 — 3n +1 

1 EJEMPLO 2. | Estudiar la convergencia de V —---- 

„ „ | 5n + n +1 

Solución 

c 2n 2 -3n + l , , . . 

tn ün -j—i— solo consideramos los términos de mayor potencia. Esto es, 

5/t 4 +n 3 +1 


2n 2 _ 2 1 , l 

737 “ ~~j • Tomamos b n = —. Ahora, 


5n 4 5 n 

V-3h+ 1 / 1 ) 

W+i?+\IA ,, L,m 


f 2/t 4 - 3n 3 + n 2 ^ 


^ 5n 4 +n 3 + 1 y 


2-3/n + \/n 


= Lim . 

/* —► qo l 5+1/n+ 1/n y 


Pero, £ —oo converge, por ser una p-serie con p = 2 > 1. 
«-i/T ^ 


Luego, V — 2 ~ 3” +1 , ... 

7.4 , 3 7 íambién 
«■ion +n +1 


converge. 


Ca Pítul 0 9 


Senes Infinitas 


61' 


Jl Estudiar la convergencia de y 3n + 10 


Sol“ cl 


íón 


3n + 10 


0 térmi" 0 a » " "TTJ 86 importa esencialmente como b n = _!L 
r^+10 /¿I - fP n+w } . Um 3+10/n _ 

{ e* —51 ) rié 1 - 5) "« 1-5/g" * ^ 

la parte 1 del ejemplo a. de la sección 9.2, 

^ 3n + 10 

¡. Luego, 2- _ 5 es convergente. 


, en 1 


pero. 

convergeré 


SC que la serie ¿ JL , 


^^pLoX] Estudiar la convergencia de £ 

Solución ^ + 2 

El érmino fl/i = /—/ _^\ SC corn P ona esencialmente como a H = - 7 = JL 

n+2 / 1 1 ft+2 "\ f 1+2/n 

, L Í m - [^(n- 3 )/ v/ü J U-3A1-3/» J 

« | 

Pero, £ “r^* P or ser una P" se rie con p = 1/2 <1, es divergente. Luego, 
/ 1-1 v n 

y _ w —— es divergente. 
h^n(n-3) 


En el siguiente teorema extendemos el el teorema de comparación del limite en el 

caso de que Lim —sea 0 o 00 . 

« - * b n 

[TEOREMA 9.101 Criterio de Comparación del Límite Cero o Infinito 

Sean £ a m y £ tales que o B >0y í> rt > 0 V/i£*. 

• > 1 ■ * 1 

to 

1. Si Lim — = Ov y b, converge, entonces £ a„ converge 
. -1 * ‘ 1 


2. Si Lim — = 00 y Y b, diverge, entonces ¿ diverge 
































pernos' 


.¡ración 


•I problema resuelto 7. 


r-rñfiTññXl Estudiar la convergencia de: 

b £ fa „ 


>■ I 


ln n 

i\fñ 


Demostración 

ün = JíüL y Observar que nj n = « 3/2 y j <5/4< 


3/2. 


s i„„ / 1 ) Inn . . l//i 

I ín,? / 1 = Lim - = Lim-/ T 

}T«Wnl J*) ■- “ l/4n- 3/ - (L Ho P"a!) 

4 

= Lim -¡77 =0 

n -> <*> n 

Per0f £ JL es convergente por una/>-serie con /? = 5/4 > 1. 

n = 2 n 

En consecuencia, por !a parte I del teorema, ¿ - convege. 

» = 2 wv« 

b. fl n = — y ¿> n = - .Se tiene que: 
n n 

Lim f —-/-] = Lim (lnn)= °° 
h-kd\ n / nj n -> co 

W j 

Pero, X “ es divergente (serie armónica). En consecuencia, por la parte 2 del 
v't ln h 

teorema, 2,-divege. 

* = ? w 


[ejemplo 6.J Estudiar la convergencia de ¿ (V7TT - 

Solución n “ 1 

'/«+!■- ^-(7777 - 77 ) /fÜWñ = 

>Añ+T + 77 J „ + ] + 77t 

Tomemos b, = . Tenemos: 

I 


Lim 

it -> 


im [ —i / n /T . 

♦ ® tvl/j iti .fT l~r=\- Lim 1 - _ = i™ _!-— = I 


+, + v*/ViJ »-r«7^i + ^; „ I d m 00 v 1+l/n+ 17^ 


' W). En 


^ 1 es divergente (p-scrie con p , 

Per0 ' - |7 " . i , __ ‘"” tW,et "^ PW „c Iitel0 

pacido deU.rn.te. £(77*-^^ 


dC^ 1 


<3 


_ PROBLEMAS RESUEI Tnc n , 

Probar que la serie ¿-L e^I^ 

• < o n! 

elución 

Tenemos qu® : 

«0 1 * i «o , 

„ = o w - " = > ’ /; = I n! 

Además, paran> 1: 

n! = n(n - 1)0* -2). . . 3.2.1 > 2.2.2. ... 2,2 7 =2' Ul ^ J_ < 1 

V_L< V _L= 1 - 2 

¿n! „ « , 2"” 1 1-1/2 

Por larte 1 del teorema comparación directa, £ ~ converge y 

n = 1 2 

» i « i 

I-l = i + I 2 : *1+2=3 

n TO »! ;TI n! 

°° 1 

Más adelante veremos que £ — = e 


n! 2"~ l 


[PROBLEMA 2.1 Probar que: 

00 1 ® 
a. ]T — converge. b. £ n" 1 * diverge 

n • i n n * , | 

Solución 

>-'t = e l ""=> „" = <.■"»> >e *,Vn>3=> — <-L 

e" 

^ >Cro ’ £ ~ * Y] í—1 converge por una serie geométrica con r=- < l 
"-i e n.\\e) e 






























, , serlísinfini'»' 

C,pltul»’ * 


<¡1, 


criterio de comparación directa, £ _L_ 


r 8e. 


Luego, por * a P artc 

A - i Se tiene que: 
b . Tomamos ^ n ■ 

. /• ,*./-/!') = Lim (».»- , + ,/ ")= „ L ™„ »‘ , "= Um ^ , 

Lim n ¡ n) n -* 00 «~>qo 

«-> 00 ^ . . 

V i- diverge. Luego, cnteno de comparación del lí mite 
Pero, la sene ¿L „ 
n » i 

£ 1 + V" diverge. 


unap. 


¡PrÓEImÁX] Probar que la serie £ n " + , conver 8 e 

Solución 

La forma del téimino general de esta serie nos sugiere que la comparemos 
serie. 

Ensayemos con b n = —j ■ Tenemos: 

U. - U. ím- Lim 

n l r^+l / «V »-k» « +1 n - >00 V» +U 

= Lim (lnn)f—I—r]= ( +°° )( 1 ) = +«> 
n-r® U+l /n 2 ) 

Como Lim í * nn /4r] = oo y V converge, el criterio de comparación 
(I » U +1 / « / « = I W 

ao IfJ 

del límite infinito no nos dice nada sobre la convergencia de ^ ¿— • 

n = \ n + 1 

Ensayemos con b n = - . Tenemos: 
n 

fe/ 1 ) = Lim ^ = Lim (fe fe) 

V n +1 / n J «->« n 2 + i n-*«o ^ n n 2 + \ J 

- Lim í—)f —'—) -(OXO-o 


^- a pitulo 9 


Infirutai 


HUI'- 

isay em<* co " 1 ° 


Ens a > 


( \nn 

X7* 


-/4ñ\ “ Lim —■ a l "" -= Lim í I»" \( ¿ \ 

Ij ° ] --V., 

tan if 1 n > 

l J® Jte f<°Ml) = 0 

¡ ( p = 3/2 > 1 ), la pane 1 del criteñn ^ 

centeno de comparación 


00 1 

V —-—converge 
Como ¿j 3/2 
n = 1 

V JH/L- converge. 

te, h 2 + i 

rt * I 



ID Probar que - diverge s ip<) y converge 


n” 

= 00 


Caso 1 _ 

Si d < O, entonces -p > O y Lim —-= Lim 

r n->ao/flnnn->*lnn 

°- fe* 0 * 1 


V' 1 

Luego, por el criterio del n-simo térmno, “7— < 

n = 2 n ln n 

< 1 . 

Si O < p < 1 y r 


Caso2: 0<p< 1. 

B 1 N 

S¡0<p<lyn£2, entonces n p <n y, por tanto. — — ^ 

n p ln n 

Pero, de acuerdo al ejemplo 2 parte b de de la sección anterioi 

* l 

diverge. Luego por el criterio de compasión, £ —” di> 

*»2 n m n 

SO V n ^ 1 


Caso3. p> i 

Sea b n = — . Se tiene que: 
n p 


Lim 
« -> 00 


r— í—/—I 

“ v «'’ln n I if ) 


tf I!in J 

= Lim —- Lim . n 

► * n? ln n " -* 00 ^ 


























V J- converge, por ser/; > I, por la parte 1 del criterio d e 
Como ¿j n p 



Con >i>** 




'■ I '.?,7TTÍ? a "'» a 

Solución 

. E„ primer lugar, probamos que: 

. . Jn H _ Jn (In ») 

(In n) ~ n 

x _ x In a. 

En efecto. Sabemos que a -e 

Usando esta identidad con a = ln n y x = In //, tenemos, 

b) „ In» In(ln n ) _ / In n \ In (In n ) In (In/;) 

(In n ) = e \ e ) n 

En segundo lugar, probamos que: 

ln( ln w)>2, Vn> 1.619. 

En en efecto, considerando que la función y = ln x es creciente, se tiene: 

In (ln /;) > 2 => ln n > e 2 => n > e* 1 » 1.618,2 

Luego, n > 1.619 => ln (In n ) > 2. 

Ahora, 




ln (In /z)>2, V n> 1.619 => -!- =- 

(ln n ) hl ” n 1 " (ln " 1 » 2 


< —r-, V n > 1.619=0 


SO | 

Como Y , por ser una p-serie con p > 2, converge. Entoces, 

« = 1.619 n 2 

Z 1 ^ i 

-- converge => Y -converge. 

* = 1619 (ln n ) h> 9 2 (ln n ) ln n 

2 . En primer lugar, probamos c 


„ til (ln n ) 

(ln n) p = n lnn 


0) 


$ 


Ca Pitul o9 


Inhmta» 


$n 


fecio:Si (ln n ) p ■ entonces, tomamando logantm os> 
.w( lnH, ' xln " w ' p k. ” ^ u..)' 

.-‘"'■'TSa., 

n —> w ln n 


En 


c fectocto, recurriendo a L’Hópital tenemos. 

JüLiHüi = Lim í VM (\¡ x \ 


Lim 


lnjc 


n co \j x 


Lim -L - 


► ® Inx 


-0. 


Ahora, 


umí^r 1 =° => .Um pílÜLü) = 0 


lnn 


n —► oo lnn 


paras 


= 1.3 2 tal que P—^- <1.V„> N 


aplazando esta desigualdad en ( 1 ), obtenemos: 

ln (ln n ) 

(ln n) 


p ~ r1 r ]an <n l= n, Vn>W 


1 i 

> V n>N => 


(h n Y 


Como 


y —!— > y — 

„ = a/ (ln n) p n = ,s' « 

£ —, por ser parte de la serie armónica, diverge y, en consecuencia. 


n-N 


oo i * | 

Y -- diverge => Y -diverge 

^ (lnn)' n = 2 (ln n / 


| PROBLEMA 6.1 Probar el criterio de comparación del limite. 

00 «o 

Sean Y a n y Y ta ^ fíS 9 ue fl * > ® > 0 v w - * 

H * 1 » « I 

Si Lim —= L y 0 < I < °°% entonces ambas series 

M -> «O b m 

convergen o ambas series divergen. 


Demostración 


S¡ Lim -~ = ¿y 0<¿<oo entonces 3 S>k tal que 

n ® °n 

n> N=> —< —- < — 

2 A, 2 

























Capí ** 10 9 Serlt5 
pe donde, 


Infinitas 


U<»< t a - * n>N 


Ahora, 


,si i K converge, también converge £ f V Co m „ 3¿ 


por la parte 1 del teorema de compasión directa, £a„ converge. 

Por otro lado, si ¿ * diverge, también diverge f f ó„ , Como 

n = I ¿ n, 

00 

la parte 2 del teorema de compasión directa, a„ diverge. 

^SqbLEMÁT] Probar el criterio comparación del límite Cero-Infinito. 

Sean ¿ o* y £ talesque fl„ > O y 

l.Si Lint O y f¡ b„ converge, entonces Y a conv 
«-*» b « »= i ,/7, 6 

q oo 

2- Si Lirn^ y= x y Z *« div e r ge, entonces £ diverg, 

Demostración 

1. Si Lim — = O, entonces 3 N> k tal que n> N=> 0< — <1 
* 00 b n b n 

oo 

De donde, 0<a n < b n , y como £ converge, por la parte 1 del teorema d< 

n = I 

00 

comparación directa, ^ a n converge. 

n = i 


2A. 


2 ' S ' ¿f = ” en,onces . dado M = 1, 3 W2 A tal que n > f 

donde, 0<b„< a ,„ y como £ b„ diverge, por la parte 2 
n » l 

comparación directa, £ a „ diverge. 


del teoi 


a* 


Capitulo 9 Se„ K Infirttls 

PROBLEMAS PRQpuk ^^ 

, . nrobiemas del 1 al 16, usando if, M 

laS serteS dada ' eonver 8 en o divergen. ° ie “"‘Parcióndirecla, 

r* 


tid"" 


t. 

”1 1 
3* ?,7 7^ 
"* 2 
5. %'^Jn 


7. £ 


3 + 5" 


«o 2 + eos n 

*■ 

n * I 

£ 1 + 5” 

n* 

* n! 

n. L-r 

»= i n 
£ ln n 

u-I-pr 

/i = I 

A n-1 

i 4 ' Z^T 

n ® I ¿ 

ln n 


Rpta. Conver 
Rpta. Conver 
Rpta. Diver. 

Rpta. Conver 
Rpta. Conver 
Rpta. Diver. 


2 . 

" - i n 2 + 1 Rpta. Conver 

4. 

» = 1 >/~ñ(ñ+T) ^ ÍQ Diver. 

6 . ¿- 

"• , (n 4 +15) 1 ' 

8. £ sei ' J " 


l?pía. Diver. 


.-i 3" 

10. fhL 

,.|l+3" 


Conver 
Rpta Conver 


Rpta. Conver: Sug. — =_ 2 - n c 1 2 2 

n" tuuLv. n n n ** V * J. 


Rpta. Conver. Sug. < — 

e n e " 

/tota. Conver. Sug. — } < — 
2 fl+l 2 n 


ln n ^ ln n ln n 
~S¡4 


15. Y.—n =— R P‘ a ConvCT: Su &~i¡=— K —=- 

n = i n yj n -\-n n>]n + nn\jn 

16. Z —~¡- Kpt° Conver. Sug ^t¡ 7T< “¿7 = 4r P ara ">'• 

nra\ n ¿ -V n n n n 

En los problemas del 17 al 34, usando algún criterio de comparción del limite, 


determinar si las seris dadas convergen o divergen. 

jy y» 2n + l 

n a | /I — 3 

* 1 

Conver. 18. > — , - - 

w -i '*v'» +1 

i9. y 'Tñ 

.-i 2/i 2 -! 

Conver. 

2 o. y ("+1) 3 

«•i n 

Rpta. Conver: Sug. b n 




































, - ser.es Infínl*»* 

Capitulo 9 ** 


SECCION 9.4 

CRITERIOS DE LA RAZON Y DE LA R AI? 
CRITERIO DE LA RAZON 

•X„ analisaremos la convergencia de una serie estudiando „ 

• E " os'Vuriterio de la razón o criterio del cociente nos ilustra esta si,ua c £ \ -i 
17^1 cuido los términos de las senes condenen factonales o n -si mas po ^ 

Criterio de la razón o Criterio de D’Alambert 

00 

Sea £ a n una serie de términos Positivos tal que 
n = l 


Lim 


-=L 


1. Si 0<L< 1, entonces a n converge. 

n = i 

oo 

2. Si 1 <L <+oo, entonces £ <i„ diverge. 

n = 1 

3. Si I = 1, no hay información (puede converger o diverger) 

Demostración 

Ver el problema resuelto 4. 


| EJEMPLO 1.1 Determinar la convergencia o divergencia de: 


Solución 


2" 3 y« 4 yW 

“i5" (2"-D! n" ' 3” 


™ •« ** ao 

«• S^T 


!, gnjt, (üJ)V5^_ (n-M) 2 5" (w + l) 2 1 í/ 1 -t-lV 1 (. T 

«75" « 2 5”* 1 „ 2 e ( n J 5 [«. 

Luego, Lint SíL. L int í |+f| 


i = i 

5 5 


•En consecuencia, ¿ L. converge. 
«* 15 



^Templo 2 TI Determinar la convergencia o divergencia de. 

00 p * 

1. v — 2. yüíi- 

, = ,e" . = , <M» 

Solución 

1&.UÍÜ+!Wf!Ü.= (" + d^" ■ («fiy»! _ r«4-iV 1 


_ 1 = 1—1 i = (l+-Y- 

n p ¡e n n p e" +l n p * V n ) e V n) e 

Luego, Lim Lim ¡ 1+-1 - =-<l 

n-*coa n n n) e e 

00 p 

En consecuencia, £ — converge. 

ft = l c 

l füiU (2(n+ !))! _ 4tn-rir(n!)72«)'- _ 

“* 4"(n!) J /(2n)! (n!) 2 (2n + 2X2n + lX2»)> 





































. q Series l"" nítnS 

C apíW'° 9 


4(n + l) 2 2 n + 2 

= 2(w+D( 2/7 + 1) 2n + I 
_ 2/7+2 . . 2 + 1//7 

Luego, ^ —-„T« 2» + l — - 




Luego, L ' ,,,, a n -+ <*> n 00 2+2/n 

El entero de tarazó" no da información. Debemos buscar 

2üL= > 1 => «».. > o„ = 

Observar que. 2/7 + 1 

estrictamente creciente =ó o„><r, =2, Vn> 1 => ^Um 

En consecuencia, por el criterio del término n- 


otro criterio. 
U s ucesi6 n 

a n* 0. 


k} ( 


-simo, y iV¿ d . 

(2n)l dver 8 e - 


¿SABIAS QUE... 

JEANLEROND D ALAMBERT. (1.717-1.783). Nació en París. 

Ai nacer, su madre lo abandonó en la puerta de la iglesia St. Jean 
Le Rond, de donde fue recogido. Al niño le dieron el nombre de la 
iglesia, Jean Le Rond. Años más tarde apareció su padre, un 
oficial de artillería, quien lo recogió y lo tomó a sucargo. Se educó 
en el Collége de Quatre Nation. Estudió, Teología, Abogacía y 
Medicina. Ninguna carrera le llamó tanto la atención como la 
Matemática, la que estudiaba por su cuenta. _ 

En 1.741 fue admitido en la Academia de Ciencias de París En 1 lid 

1 •' '+* « unió a 

Diderot para editar la famosa Enciclopedia, tí Alambert tuvo a su cargo los temas 
sobre Matemáticas, Física y Astronomía. En sus artículos de Matemática abogaba por 
el rigor. En el Volumen 5 de Opúsculos Matemáticos publicó el criterio de 
convergencia que ahora lleva su nombre. 


CKI1ERIO DE RAABE 

Un criterio mas penetrante que el criterio de la razón es el criterio de Raabe. Muchas 
es, este criterio nos ayudará en el caso que Lim ^^* = 1. La demostración de 
esta prueba es un tanto extensa, por lo que la omitimos" 

S 25 EMA 9 J 2 ] Criterio de Raabe. 

00 

^ ea 2 ] u n una serie de términos positivos tal que 
n = l 


Lim 

n —► oo 




= L 



1.3.5. . • .(2/7-1X2/7 + 11/ 

-—- 

2-4.6. ■ . .(21,) 2,1+2 

*• 2/7+1 2+1 

Luego, Lim -= Lim -—-= Lim ~-l = i 

n -* 00 a n n -* co 2/7 + 2 fl -> ce 2+2//I 

El critero de la razón no da información. Cambiamos de táctica. Ensayemos el 

criterio de Raabe. 

Lim tíi-HV Lim ("Hr;lV L,m —V 1 

n o° ^ y. a n )) w 00 \ v 2n + 2;J n -♦ * ' v 2n+2j 2 

1.3..5. . . .(2n-l) 


En consecuencia. 


, u.j. . . . u/i-n , 

la sene > -diverge. 

2.4.6. . . .(2a) 


[EJEMPLO 4. [ 


Determinar la convergencia o divergencia de la sene: 


y 1 

. 7 »(» + !) 

Solución. 

layemos con el criterio de la razón: 

2ütl , Vn/("+ IX» + 2) _ Vn(n-t-l) 
l/ \Jn(n +1) 1 (ti + IX"+ 2) 



































Opílalo* *** 


Infinitas 




Serics infinitas 


fñ . • 1 

, . fsjd = Lim 7 =r = 77 =r~ = 1. 

Luego, ^ ^ „ -> oo fn+2 »->«Vl+ 2 /„ 

El Jo de la razón no da información. Ensayemos con el cr¡ t er¡„ dc |a R ^ 

yp¡ _ V n + 2 ~ -J7 

f/n +2 -•>/»)('/n + 2 + \fñ) _ 2 

y/7+2 (J7+2+J7) n + 2 + yJ7+2yf^ 


O* 10 " lor oblema resuelto 5. 


,ci6n 


i SÍ O £ L < 1, entonces V „ 

J 0 * 1 C ° nv€ l , ge 

2 . Si \<L<. +«o, entonces V 

4- a « a»verg e 

3 . Si A = >. "O hay información ( pue(i( . 


C0nv «wr„ íive 


r ger) 


•r el P r0 


Luego, 


Lim I ni 1 " 


*/H-l 


1 = Lim 


= 1 




jggóS Determinar la convergencia o drvergenc.a de 


El criterio de Raabe tampoco nos da información. 

Ensayemos el criterio de comparación del límite con la serie armónica: b n = 1 




peirios 


¡tración 


íHf 1 ÍKT 


Lim —= Lim 


1 /I 


/7 


— Lim 


1 


= Lim 

" - >0 ° /ul* 


= 1 


1.1111 - a—** - / 

n-> ™ b n n -* oo + j j 

® j w 

Como ^ - diverge, el criterio de comparación del límite, £ — 1 dj 

/j = 1 w n = i V n (n+H 1Verg< 


¿SABIAS QUE ... 

/OSE» LUDWIG RAABE. (1.801 -1.859). Nació, en una 
familia humilde, en Galicia. Estudió matemáticas en Viena. En 
1.831 ingresó a la docencia en el Institituto Politécnico de Zurch 
en Suiza, donde trabajó el resto de su vida. Fue considerado 
como un profesor distinguido. Su campo de terabajo fue la 
teoría de las series y las ecuaciones diferenciales. 


b' 





J. L. Raabe 


.... ff¡7(lññy'= Lim --0<1. Luego, V 1 

i Lnfl V' v n-^oolnn 4- ~~ converge 

n = 1 (bi n) 

2. Lint I diverge, 

n * « = i v n J 

3 . Lint fo + vr») = .^"V 1+ ;)= 1 • En este caso, el cmeno de la ™ 

n-> * /j -> oo v ny 

aplicable. Debemo cambiar de táctica. 

Tenemos que Lim (l+— ] = e * 0. Luego, por el criterio del n-simo té 
n -> oo v n) 

¿ Jl+Ij" diverge. 


término, 


Otra técnica para determinar la convergencia de series cuyos términos contienen 


CRITERIO DE LA RAIZ 

. rmina 

potenciases el criterio de la raiz. 

^2ÜMA9]3] Criterio de la raiz 
00 

^ ea ^ o„ una serie tal que Lim ?T(r, = L 

n - 1 .. v _ V « 


__ PROBLEMAS RESUELTOS 9.4 _ 

^2?LEmXT 7| Mostrar que los criterios de la razón y de la raiz no dan información 


para la convergencia de las p-series £ 


Elución 

'■Criterio de la razón: 


n = l" 





























9 series Infinita 


w» ^ = n L Í m -(^17 

-<«*> - S rx;"e " Ó r SObre Conver 8encj; 


+í) * I 


, ue tai-sene converge s¡ P>'-y 

2 . Criterio de la rata: , y. 






r = Lím m~' 

Uw o V l/n ' "-♦•U y ~ i 

resultado tampoco nos propor clona información. Sobre convergen, 


'cía. 


fpptTBLÉMÁTl El Criterio de Gauss 

L " <?„+■ n k +an k 1 +. . . 

Sea a„>0 y — = ~- 

/i* + /?/!* 1 + . . 


00 

La sene £ o* converge si fi- a > 1 y diverge S j Q % ] 

1. Mostrar, que para la siguiente serie, los criterios de la ™ - 
Raabe, son inoperantes. 0n y de 

r,. 3 ,i= 

n-tL 2-4.6. . . . (2/t) J L 2 J L 2.4 J [TU\ + ... 

2. Probar, usando el entero de Gauss, que la serie anterior, diverge 


Solución 


j fl /»+i . 


r 1.3.5... 

.(2/i -1X2/1+i; ‘ 

2 


2.4.6. . . 

(2n)(2(n +1)) 

(2n +1) 2 

4/i 2 +4/2 + 1 

1.35 

. .(20-]; 

(2n + 2) 2 

4n 2 +&I+4 

2.4.6. 

. . (2/1) 




Lim 5 ü±L = Ljm 4 " 2+4 "+l 
a, *-* « 4n 2 +8n+4 


= 1 y 


Lim 


ni ]-5ííl 


" J) 


= Lim Íaíl-iülífíli) 
♦"1.1 4n 2 +8n+4 J 

1E " Cambi0 ' con el Pierio de Gaus se tiene: 

£¡üi = y+4n-M _ ¿+„ +l/4 
a * 4n 2 +8« + 4 n 2 


A f 

Lim 


An +3/i ] _j 
An 2 +8/1+4 J 


diverge. 


*+2/1+1 


y p- a = 2-1 = 1 y, por lo tanto, la sene 



Sea p un numero positivo. P robaT 

*> r . ~ ^ ,a serie 



^Infinita, 


ión 




lueg 0 ’ 


diverge si P £ 2 y converge si p > 2 

r i 3.5.(20-1X2/1 + 1 ;/ 

_ /2.46 1 _ 

^ F 1.3.5.(2/1-1;/ 

L /2.4.6... 

Lim = Lim f5Lü7 = 1 
B I i m - dn " “ L2n+2J 


• -0») 


P>2 


■■ (2nX2(n +l ^ 

f 

L = f 2'i+n p 

• -(2n) j 



de la razón no da información. Para solnri^ _ 

61 Ctl ! (¿etica. Ensayemos con el criterio de Raabe. ' P ,ob 'ema 


una 


nueva 


1 cambiamos a 


Lim 





'J yuT" 

2 ) 

Lim 

n -> oo 

L 2n+2j 

(2n+2) 2 

1 



J 



\ " 

a 



(L’Hópital) 


í 1 

i^üT 

1 (2/i+2) 2 

l>+2j 


Luego, la serie diverge si <1, osea, si p < 2; y la serie converge si ^ > 1, 
osea si p> 2. 

Para el caso partí lar p- 2, el problema resuelto anterior nos dice la la serie diverge. 
En resumen, tenemos que la serie diverge si p £ 2 y converge si p > 2. 


♦^Q jLEMA 4.1 Probar el criterio de la razón. 

Sea jr a„ una serie de términos positivos tal que 

n ■ I 

3ttl = l 


Lim 

n -> ® a n 














































3 . Si 

Demostración 

Si l* 00, Tenemos que: 

4h_L = L<=> Dado e 


"‘ >0 

*• ¿__ 

g /H- L < L + (r - L) - r t V n > k 


En consecuencia: 

a k+ 1, ^ r r^> <ük r ^- > fl* + 2 <fl * + i r 

fl * 00 00 

I <>*♦„< I 0 *'-" 




¿<I , entonces ¿«.converge. 


. entonces ¿ «„ diverge. 

2. Si 1 < L * •• - • 


¿=i, no hoy información (puede converger o di verger) 


> 0 3 * tai qu e n - k ^ L “ E < < L + E 


a k + n < a* r n ;^> 


n = l n = 1 

00 

o <r< 1,1a serie gemétrica £ a*r" converge y, aplicando el criterio de 

n = 1 

00 

comparación directa, la serie £ a k+ „ converge. Luego, 
n = 1 

« ® 

X a n = ai + + .. • + a k + X conver g e - 

n = 1 n = 1 

2. 1 < L ^ +oo. 

Si L * oo, sea r tai que L > r > 1. Luego, L - r > 0. 

Tomamos e = L-r de(ii)obtenemos: 

L- t < 2üi, Vn>ü ^¿-(¿-r)<Í!Ü,V»>ii => r<^ 2±1 ,Vn2* 
«„ «„ fl n 

En consecuencia: 


I V* < Z a *+ n 
n = 1 n = 1 


fl* + /i >fl * r 



^pttulo» Srncu**, 


O* 




, f la «crie gemétnca ¿ di 

r n * 1 ^ y ’ ap bcando el el r«t 

« ei el cnteno de 

|C jón dir«>a. la serie ¿ „ diverge. Luego, 


<» ^ 
£ a. + a 2 +...+ a 4 + y 


^ a *+„ divetge 


Si 


jado r>l,Bfctolque n >k=> füü. 
i* °°’ a. rLu no 


fííL - >r =>flfi >a ‘ r => «*r2>n...r>a^ => , 

Jirel argumento antenor. 

, Ver el probl ema resuelto 1. 



5 I Probar el criterio de la raíz. 

00 

Sea X a n una sene de términos positivo* tal que 

n = l 

Lim t¡/~a^ = Lim (a,,) 17 " = l 

n -* °o n-» « 

x 

1 . Si 0 <,L< 1, entonces £ a n converge. 

n = 1 

x 

2. Si 1 < L < +oo, entonces ]T a n diverge. 

n = 1 

3. Si L- 1, no hay información (puede converger o diverger) 

Demostración 

En esta demostración, se siguen los mismos pasos que el la demostración del cnteno 

de la razón, (problema resuelto anterior) 

Si Lstoo, Tenemos que: 

^=lO Dado E > 0, 3 k tal que n^k^> L-t< < + í * E M 
U*L< i. Sea r tal que L<r<l. Luego, r-L>0. 

Tomamos e = r - L, de (ii) obtenemos: 


a n 


*Í* r ' 























Capííul 0 ' 


Series 1nfin¡* s 


*1 


Como i 


, . r < ! la seria gemétriea Z a * r " conver 8 e V. aplicando 

Cri ^u 

comparación directa, la serie I>, converge. 

2 I < L < + 00 . Se procede como en el problema resuelto antereior 

3 L .,_ ver el problema resuello I. 


PROBLEMAS PROPUESTOS 9A 


En los problemas del 1 al 23, usar el criterio de la razón o en criterio 

para determinar la convergencia o divergencia de las siguiente series. ^ 

£ ni 

*• 2 ,2» 

«.I* 

Rpta. Diver. 

2 . y 
„.,(2 //)! 

Conver. 

3. f 

Rpta. Conver. 

(2n)! 

R Pta. Diver. 

5 f (n ' f 

Rpta. Conver. 

^ ^ 3. 5. ..(2/7 +1) 
*„», »! 

Rpta. Diver. 

«o e)2n 

7. Y — - 

“,(2n+l)! 

Rpta. Conver. 

00 o2/?„, 

8. 

n = l n 

Rpta. Diver. 

9 f 2 " +2 
' » -1 (ni) 1 y 

Rpta. Conver. 

00 ni 

1°. Z-5- 

n = 1 e” 

Rpta. Conver. 

ii. f ( " !)22 " 

(2n+2)! 

Rpta. Conver. 

12. i (n!)23 " 

;. i (2")< 

Rpta. Conver. 

13. y i ’2-5-... (2/i- 

Rpta. Conver 

V 2*4-...*(2n) „ r 

,-i 3 6 ... (3/i) 

i?«i 2 5-... (3/i- 

•i) 


Rpta. Conver. 

'‘í.feüT 

Rpta. Comer. 

17- ¿ (\Tñ-l)" 

n m I 

Rpta. Conver. 


2 » 

Rpta. Diver. 

i9.¿ e 4jLf 
,.i U+u 

Rpta. Diver. 


n 2 

Rpta. Comer 



Rpta. Conver. 


Rpta. Conver. 


22. T—1___ 

" “ 2 (ln n)" 


Infinitas 

fyta. Conver. 


•r.rar que el criterio de la razón no da información . 

14 Ver ' f í criterio de Raabe para probar que: bre siguientes sen 

US"*' _ , /. . 


y 591 w y 

fI diverge *>• Í. í — • 5 - < 2 "-n V 

»• 3 -Ó- 9 -- •( 3n ) J „.,V 2-4 6 -... ( 2 n) J 


series. 


converge. 


25. Sea 


la serie 


» í 2-4-6-... (2n) Y 

16 „ _ il5 • 7 • 9 • ...• (2n + 3) J * ° nde p K un enlero positivo. 


Probar que la serie converge para todo p> \. 

Sugerencia: Seguir los pasos del problema resuelto 3 de esta sección. 




Hasta la sección aterior, nuestra atención ha estado concentrada en estudiar las series 
con términos positivos. Ahora nos ocuparemos de las series que tienen términos 
positivos y términos negativos. Dentro de este nuevo tipo, destacan las series 
alternantes, que son las series cuyos términos son alternadamente positivos y negativos. 
Asi, son series alternantes las siguientes: 


.+(-l)** , - + • • • 


,„1 


ñ- i r"r'-T*7-7*7 

büerva que estas dos series se diferencian sito en‘ e ^ rden simplemente 

OS negativos y positivos. La segunda se obtiene v 
Aplicándola por (-1), o sea, simplemente cambiándola e sig 

consecuencia, para es'túdiar las series alternantes, es suficiente concent 























$4 = Q\ -a 2 + a 3 - a 4 = S 3 - a 4 , y así sucesivamente. 

Comenzando en el origen nos movemos a la derecha una distancia a t y llegamos a 
S\ = a h luego nos regresamos una distancia a 2 , que es menos que a\ y encontramos 
después volvemos a movernos a la derecha una distancia a 3> que es aún más pequeña, 
para encontrar S 3 . Este movimiento pendular de oscilaciones decrecientes nos dice que 
debe haber una posición de equilibrio, que es la suma S de la serie. 

Veamos la prueba formal. Las sumas parciales pares cumplen: 

S 2 = ü\ — a 2 

Sa = (tfi - a 2 ) + ( a 3 - a 4 ) 


Capítulo 9 Series Infinitas 



rg^pLÓT] La serie armónica alternante es converge. 


a. Probar que la serie armónica alternante Y - converge. 


00 (_iy +1 

b. Probar que Y- = ln2 

„Yi n 

Solución 

í Esta serie cumple las condiciones del criterio de Leibniz. En etecto. 

1. Lim -= 0 
n->» n 

2. Como — < I , Vn, la sucesión { \/n ) es decreciente, 

hv " + 1 n 

Dt Ver el problema resuelto 7. 

























C*pitvl° 


Series infinitas 


rj Lup -, t ríe alternante converge si p > o 

Probar que la/--serie alternante t,—— converge 


«36 


P^o. 


Solución 

Si p > 0, tenemos que: 

1. Lim^ = 0 

2. u Tuces,ón f 1/V) es decreciente. En efecto: 

j/(/i + l) / ’ . < | 

"¡ÁT" (»+i) p 


1 <■« 


(n + l) p n p 


(_ ])« - 

consecuencia, por el criterio de Leibniz, £ - converge 


En 


n = 1 n' 


[EJEMPLO 37 ] La/?-serie logarítmica alternante converge si p > 0 
Probar que la p-serie logarítmica alternante 


(-1)" + 1 — converges! />>0 
/»= 1 nP 


Solución 


In n 


Aplicamos el criterio de Leibniz. a n =- 

n p 


In/i 


1. El límite notable 7 de sucesiones nos dice que- = 0 

n p 

2. Para probar que {ln n IrT } es decreciente recurrimos a la derivada: 

i„v xP ~ ~ P xP ~ ] lnx n-i x. . . 

-í-:■* ( '~ Plnt) 


¿P 


r 2p 


f'(x)< 0 O-- ~ ——< 0 O 1 <p lnx O — < Inx <=> x>e 1 ' 1 ’ 

X p p 

Si k es el menor entero tal que k £ e Vp , a n — es decreciente para n £ k. 


n r 


En consecuencia, por el criterio de Leibniz, (- l) n+1 converge y, por 1° 


n = A 


tanto, ¿ (-ír 1 ^ converge 


^Inhruta, 


A pgOXlM lOINES DE LA SUMA de u Na s 

rt or que sc comctc ^ ^oxnnar una sene * E ^RN ANTe 

61 * -i residuo ¿ s " 80ne de su ma v 

>»' 2o de una serie alternante que cumple Con '* 

Vigencia, se cuenta con un cnterio m uv cri^ 

error. Esta cota supenor es el térnuno"!.^ ^ 

^^ E5ümaci6nddrttMu :‘»-^^ 

Si la serie alternante Y ( ixn+t 

..| } “• Cun *ple; 


1. Lim a n = 0 

n -+ «o 

Entonces ¡ 


2 . 0 < 


* I< a ft 


peino str!lCÍ ® n 

cabemos, del movimiento pendular de las sumas parciales S„ ***. a 
S 5 está entre dos sumas sucesivas cualesquira. Luego, a,re(le «>r de la suma S, 


' S ~M 


que 


\Rn\ = I S - S„ 


s l s »+l - S„ (“o,.,. 


qTj Consideremos lap-serie alternante convergente y (- 1 )’~' 

a. Aproximar la suma S de la sene con S 4 . 

b. Estimar el error cometido en la aproximación anterior 

c. ¿Cuántos términos deben considerarse en una suma parcial si se 
desea aproximar la suma con una exactitud de 2 decimales? 

d. ¿Cuál es esta suma parcial? 


Solución 


«. = - - L + 2 - L = l-I + J -L = 0.S89641037 

4 t> 2 J 3’ 4 } 8 27 64 

MVHS-Í.I =¿=0.008 

c - Buscamos n tal que S„ aproximar a S con exactitud de 2 cifras decimales. Para esto, 
el error debe ser menor que 0,005. Esto se cumple si ¿Vi ^ 0,005. 

p «0. d.n s 0,005 => —!— S 0.005 => (» + l) J i ¿7 = 200 ^ 

(n + l) } U ' W5 

n + 1 i V7Ó0 => n +\i 5,8488355 => « 2 4,8488355 

Lu ego, n « 5 



















Capítulo 


, genes ln/> niws 


63$ 


, J_ + _L - -y + ^7 ' 1 S + 27 64 + 125 °’ 897 «4103 7 

’ i 7 '2’ 3 ’ n 2 .¡tos decimales (redondeadas). 

, S » 0,90, con 2 curo 


_ (- 1 )” 

^^Consideremos la serie 

' , probar que esta serie converge. 

„ Estimar el error si se aproxima a la suma con S 4 . 

‘ . CuánI0S términos deben considerarse en una suma parcial s ¡ * 
desea aproximar la suma con un error menor que 0,0002? * 

d. ¿Cuál es esta suma parcial? 

Solución 
a. Tenemos que: 

(i). Lint i =0- En efecto: 
v ' „ oo n! 

1.1 .1 

. 1.1 w „ > i 0 < Lim — ^ Lim — = 0 =5> Lim — = q 

0 <—* < — , v w - „ oo n! n °o ni n -* oo ni 


„ -r oo n! n 

ni rt 

(ii). {1 !n \} es cecreciente. En efecto: 


—!— < i,Vn>l. 

(n + 1)! ni 


00 ( — 1 )” 

Luego, por el criterio de Leiniz para series alternantes, converge. 

b. |fl„| S fl»n-y n = 4 ^ 1^*1 - °5 - — 0,00833 

c. Buscamos n tal que | R n | ^ ¿Vi < 0,0002 - 


- < 00002 


— X -<—L- => (n + 1)! > 5.000 
(n + 1)! 10.000 

Para resolver esta última desigualdad no contamos con algún método sistemático 
conocido. Por esta razón, la solución la hallaremos por tanteo. Para esto, calculamos. 

Si n = 5, entonces (5+ 1)! = 6! = 720 < 5.000. 

Si n = 6, entonces (6+ 1)! = 7! = 5.040 > 5.000. 

El número n busacado es n = 6. 


d. S 6 


±-i + ±_± + ±_± + ± 

01 II 2! 3! 4! 5! 6! 

i-. + I-I + -L__L + _L 

2 6 24 120 720 


= 0,368056 


—••«innnitas 

c [ENCIA ABSOLUTA Y CONVERr.KNr u „ 

Aparte estudiaremos las series que 

I^ tá cti ca V 1 a I , de términos positivos. A esta sene VLi , obt ^cner una 

£>?.£. x™- *... «4Ü 

«? , " Í ° Spí iadeI fl " • Desafortunadamente, lo reciproco no es ' "*** 

crg enC1 

* , ^a¡3T\ Una sene I o " conv ' r 8‘ absolutamente 0 K . , 

■00^ convergente si la serie corresponda de 

a „ | converge. es Polutos 


(-ir 


es absolutamente convergente. 


En efecto, la correspondiente sene de los valores absolutos. 


c-ir 


I CO J 

- Xi TJT es una sene geométrica convergente. 

n «i $ 


Criterio de la Convergencia Absoluta. 

Si £|a„| converge, entonces £< 2 , converge 
En otras palabras, 

Si £ flf| converge absolutamente, entonces £ a, converge. 

Demostración 

Tenemos que: 0 < a n + | a n \ £ 2| a„\ 

Ahora, 

converge => ^2| a„| converge ..... 

=> £( fl|i + | a „|) (criterio de comparación directa) 

H-.+N)- II «-I conven, por ser U diferencia de dos 

Scr * cs convergentes. 

















V es absolutamente 

^ probar que la sene ¿ 2 „ 


, 9 ^es m^ WS 

OpíttJo^ * * 

,o tanto.» convergente 

Solución sefl („) I = [f^iíLL < i ( | sen (/?) | < |) 

Tenemos que: | | 2 

y \f™&UÍ±- 

P> L I 2 n I " = ' 2 

« , y’ I ££íli^ I converge. 

( £ J- converge, ¿ | 2 " I 


f) 40 


Con ver gente 


■Por 


Luego, 


Como 


u proposición reciproca al teorema anterior es falsa. En efecto, tenemos | a serie 

alternante armónica ¿^ « CO " Verge " te ' *" embarg °’ SU «""P-h* 
n = 1 


serie 


oo / i \ ilf i OO . 

, I. rf «c V -i—-— es la serie armónica V i u 

de valores absolutos ¿, k.n 


cual 


sabemos que diverge. De este tipo de series se dice que son condicionadme 

convergentes. 

[DEFINICION^ Una serie Y a n converge condicionalmente o es condicionalmente 
convergente si Y a n converge, pero Y\ a n \ diverge. 

I EJEMPLO 8.1 La serie f t (-1)” + 1 — es condicionalmente convergente. 

I- Í-J >7 


En 


” ln n 

efecto, el ejemplo 3 de esta sección dice que Y (“ O” + — es 

n = i n 

convergente, y el ejemplo 1 parte c de la sección 9.2, dice que la serie 
ln n 

2,- es divergente. 


--1 «o / |\fl+l 

EJEMPLO 9. | Las /7-series alternantes Y -—-* 

* = i n p 

® / i\«+i 

a. 5)1=9 


n - 1 ir 


es absolutamente convergente si p>\» 


^ Ld “— es condicionalmente convergente si 0 < P 


n m 1 tí 



^Pttulo 9 


Scriea Infinita 


a*»-— 


rt^FNCIA ABSOLUTA Y LOS CRITfdh- 
c oN vER DE la raíz generES** u ^on 

ñtcrio de la razón y el criterio de la raí z no Wn , 

61 ' ¡nos negativos. Esta difultad la salvamos, en pa ne * I". I* 

• í ' ,e " í formada con los valores absolutos de los términos de la la stne 

£1 pernos una generalización de los criterios mencionados m,C,a '' * ““ 

j7| Criterio de la Razón Generalisado. 

oo 

Sea Y a n una serie tal que a B *0 V«>i 

n « 1 

Lint püJ- 


n -► oo a„ 


= ¿ 


stración 


00 

1. Si O £ L < 1, entonces Y a n converge absutamente. 

n = 1 

00 

2. Si 1 <L<, +<x>, entonces Y a n diverge. 

n = 1 

3 . Si L = 1, no hay información (puede converger o diverger) 


£ü±! = Lim I 2sti I = I 

k| *1 ^ 1 


Lim OUjl-l 
»“> * 1^1 


I «n | ” | n | * n 

co 

ZL < 1, el criterio de la razón (teorema 9.11) dice que la serie X I a " 1 

n-\ 

co 

iverge y, por lo tanto, Y a n converge absolutamente. 
n = 1 

< l £ +<x>, sea r tal que L > r > L 

n = ¿>r>l,=> Existe un natural .V>Otalque si n>N,entone 

f>'=>K + . |> r\a N |. |*», |> d*- 1 > '"I 0 " |d> ’ 























, 9 series 
CjpíW* 0 9 

^ u m l a »l ' +0 
!»-♦ * 

#n V diverge. 
por tanto , n 

n ~ I 

Ver ejemplo 12. 


642 


Lim * 0 


-xi criterio de la Raíz Generalizado 

[t|orIm23-J * .. j~i —i 

Coa V a„ una sene tal que Lim yj\a n \ = L 


Sea £ ° n 
n - I 

00 

1 Si 0 <I <1 ’ eníonces I *„ conv erge altamente. 

00 

2 si 1 <L£+ o0 > entonces J] a„ diverge. 

n = I 

3 Si L -1, no hay información (puede converger o diverger) 

Demostración 

Similar a la demostración del criterio de la razón generalizado. _ 

00 4”n! 

[EJEMPLO 10.] Estudiar la convergencia de la serie ]T (-1) —— • 


Solución 

Aplicamos el criterio de la Razón generalizado: 


Lim = Lim 

n -> 00 \a„\ n -► 00 


- Lim Á —1 = Lim 

n -* c° V w +1/ /I-+00 


H) B+I 

4" +l (n+l)!/ 

/W" 1 


(-l/Tnl/ 

/rP 



4(/i+l)w! rf 

= Lim - 

n -> « ^(rt+lXrt+l)" 


í—y u, (..ir 

V n J n) 


=i>i. 


Luego, la serie £ (-|) n Lü! diverge. 


n = 1 n 


Hj EMPLOnJ Estudiar la convergencia de la serie ¿ (- 1 )"í ^ 77 ) 

n = 1 ^ 


..Ai» nf . c e | criterio de la Raíz generalizado- 

S» 1 - aplic»**’ n ~ -—¡ ' 

Luego. 125 *"' conv «geabsol, 



^ er * es Infinitas 


Lim íl+i 4 
x 5 n-\ s 5 <1 


luta mente. 



* 1 n +1 

Probar que para ambas senes se Cumple que I a ~. i 

ToT 

primera converge y la segunda diverge. 


= 1 y que la 


Solu c « ón 


__ izH —tenemos Lim ^ 1 -i= Lim --ülí _ , n 

n Ki ■-*«!(-r/y. L ? 5 c^i =l 

Sabemos, por el ejemplo 1, que £-es convergente. 

n = 1 n 


b.Sin.= (-D”—-.tenemos 
n +1 


Lim 

n -> ® 



Lim 

n -> oo 


(-írv» 

n+2 


(-DV 1 

.4+11 


(n+lf 

«(«+ 2 ) 


U sucesión dada por a. = ( -1)" —, no es convergente. En efecto, la subsucesión 
n + 1 

íomiada por los términos pares, 

Qin= (- 1 ) 2 ” —^ ■ = -!-, converge a 1 . 

2 n + 1 1 + 1 / 2 n 

La subsucesión formada por los términos impares* 

a*,,- (-n *»» 1 --líiiilíl. converge a - 1 . 

2 n + 2 l + l/« 


En consecuencia, la sene ¿( 


\\" _JL_ es divergente. 

' n + l 


















































^ , 5e ri« l " ,,ni “ S ><^ 

ujiFNTO de series y convergenca 

•**"•** „ —. — 


f „ n = a, + " 3 ™ Podemos ha^ 

a, una suma " (sun , a ndos) sin que el resultado de l a sunia 

. «ordenamiento de térm<£ ( ordenam iento se obtiene haciendo uso de * 
eua^'^edebe a de la adición. Cuando pasamos a senes ( su ¿ 

¿s-sí=—— i 

f(d2^-=i4 + í -7 + W + * _í + ®' 

. -í.,-í*;-w- í<4 - 


10 


3 


6 5 ' 8 ^ 


b 1 " ' + T ~6 ” 8 5 10 12 7 

2 *4 >nto se obtiene intercambiando el pnmer témino con el 

; primer reordenamieni c e gundo reordenamiento se obtiene colocando, 

--jrrssíííü: assss; 

namiento de la serie que converge a c. 

,mo un ejemplo de estas anomalías de series condicionalmente convergente 
mos el siguiente caso. La serie armónica alternante es condicionalmente converg 
inverge a ln 2 (problema resuelto 8 ). Esto es. 


+ i 


2 3 4 5 6 7 8 


+ I-JL+. 

10 


. = ln 2 


4 5 6 7 8 9 

Pero, en el problema resuelto 9, probaremos que la serie del segundo reordenamien 
anterior, converge a ln 2. Esto es, 


1-I-i+I -i-I + 1 

2 4 3 6 


-L + i- 

12 7 


, = iln 2 
2 


- 8 5 10 

Las series absolutamente convergentes están libres de estas anomalías. Este res ^\ tc 
lo encontró el matemático alemás Dirichlet (1.85-1.859), quien demostró el sig 
teorema, cuya prueba la omitirnos, por estar fuera del alcance de nuestro texto. 






PROBLEMAS RESIF 1 o , 


fl Estudiar la convergencia de 


"2¡M~ 


Solución 

n <-i=r<^=> 0 <sen(l/>/n\ < 1. Luego, 

St tiene que 0< V 1 



Como T —L* = V —i— converge (p-3/2>l). X 




converge absolutamente 












Capítulo* 


SerU* W" 


Infinita* 


en 

la convergencia de ¿ ("U' M —- 

Estudiar la con e „ - i n 


g 4<í 



= 0 


[PRÓKIMÁI^ Probar que la siguiente serie converge absolutamente. 

¿(-ir'fi-cosij 

Solución 

■'('-“i) Kl, 


Tenemos: £ 
n = I 

Por otro lado, 

, . _ x 1 + eos (1 /n) _ l-cos 2 (l/n) _ sen 2 (l/n) 
l-cos(l/ n ) = (1-cos(l/r,)) i + cos(l -= 1 + co$(1/n) = 

Ahora, aplicamos la comparación al límite con a n = (1 -cos(l /ti)) y b n =—\ 

n~ 

Lim ^ = Lim = Lim 

n -¥ oo b n n -* oo 1 !n n -> oo \/tr l+COS(l//i) 


-h?J 


l+cos(l/n) 


= ( 1 ) : 


fe) 4 

00 1 00 / | \ 

Como £ — converge, Y 1 - eos — ] converge y, por lo 

"■i” n -iv n) 

^i-cos-j converge absolutamente. 


tanto, 


f/n 9 **•«■**. 

^ Estudiar .a convergencia de f (¿ 



m 


¡ó» 


"V-; 




e: (-»' 






Se 


.¡eneq^p " n 3 + 1 | n 3 + l" = , 


^ laSefie 5 = " ^'^^^^Paracil’ 


+ i JL~ diverge. 
(' l) n 3 + 11 


directa. 


otro I**- ^ 


= 0 y 


{fel 


w Creciente i 


por ou “ rT + i K" j faran «-Por el criterio 

gUib-i*..**^ ¿.í-T'^—ge, 

En consecuencia, 7^ “^¡^memeconv^ 


¡P^BLÉMÁJZI Probar que la siguiente serie converge condicionalmeme. 

i (-ir 1 (/^Ti-vfe) 

w *» 1 

Solución 

Paso 1. Ya sabemos, por el ejemplo 6 de la sección 93 que 

I (-l) w+l (>/ n +1 — >/~nj | = ^ (v n +1 - \ n| diverge. 

n = 1 « * 1 

ao 

Paso 2. Probamos que ]T (-I )'”' 1 (>/ n + l - v n) converge. Para esto, aplicamos 

i» = 1 

el criterio de Leibniz: 

a. Lim a n = Lim U n+1 - v n)= Lim ——-p =0 

« ® n-4 ' n->» J n +\ +Jn 

b* Para probar que a„ = J~ñ +T - J~ñ es decreciente es suficiente p 

que la función /(*) * -J7 +1 - V* « decreciente, para lo cual 

mostramos que su derivada es negativa. 

f , ( . _1_1_ Va>0 

































Series w *»" 5 

(¿pítalo* ** 

o, . / rT\ - /« ) converge. 

Luego. I*' 

” conver 8 e con dic¡nalmenie. 

j,consecuencia. £ ” ' _ 

•g Probar que la siguiente serie converge condiciónaseme, 
¿(-l^'tan-'(X) 

n « I 

Probamos que ¿J (%) | = to " (X) «iverge. 


i im jÜüí = 1 = Lim 

Sabemos que Lun x 



X _* o tan* 


c . r = tan -Vy), entonces y = tan(x). Además, tomando en cuenta que , a 

,a ftictóñ tangente y su función inversa son contmuas, se tiene: 

<=> y->0* 

Ahora, invocamos a la comparación del limite con a n = tan ’ 1 (%) y b„ = i 

Lim Lim —— - 1 

nH"® í = % y-»0 + > - «* “"« 

Bien, como £ - diverge, f !»-'(%) también diverge. 

n = 1 n n = \ 

i 2. Probamos que ¿ (-l)” +l tan _I (j/) converge. Para esto, aplicamos el 

n = 1 

criterio de Leibniz: 

a. Lim a n = Lim \m~ l lV\ = tan _, í Lim = tan"'(o) =0 


b. Como la función tangente y = tan x es creciente, su inversa, y I a11 x> 
también lo es. Luego, 

a *+ 1 = tan ~ , (X + i) < tan_1 (X) = ° n ^ la sucesión =tan W es 

decreciente. 


Luego, ^(-l) n+, tan~ 1 Q/J es convergente 



S°' lo 3 de la sección anterior nos dice que esta «,* 

El Veamos que esta serie alternante cumple las * abso ^tamme 

Tente* iu „ . "^"aKiones cto . 


wefg' 


¡bnizP ara 


series alternantes. Sea a n 


1.3.5. 


Q»-\) 


. (2n) 




I Lim^ a n~ 

" g n e f e cto. El problema resuelto 3 de la sección anterior nos asegura que 

£ [thttSí 1 ] = .l, kl3eseonvwgswe - 

n^l L 


Por el teorema 9.3, 


Lim [a„ f = 0. Luego, 

n —► 00 


Lim a_= 0 

n -v x 


2, a,n < °» En efecto. Como |£< 1. se tiene: 

1,3.5. (2/i-l)(2n + l) < 1-3.5.(2n-l) _^ 

fl » +l ” ” 2.4.6.(2r?)(2n + 2) 14.6.... .(2/i) 


En consecuencia, X (~ 1) ” + 
n = \ 


E3.5-.Qkz>) converge. 

2.4.6.(2n) 


I PROBLEMA 871 Probar que £ 1 ~ = 

» • 1 

Solución 

Sean = £ -—-— y H* * X ^ * 

i - i * 1 * 1 


ln 2 . 


Se tiene que: 


Paso 1. Probamos que S u * . En etecto. 


$ 2 » = l 



I+I 



2 * 




























OpítuJo 1 


Series infin*»* 


nTJJJypfsirtsri Yflcijnibn 
1 biblioteca 

procesos Técnicos 


«$0 


,„Vo sumamos y restamos una cantidad apropiad,. 
A cada término negad ,, f , 


V ílC!. =ln2. 

Paso 2. Probamos que 

n * I 


Por el problema resuelto 2 de la sección 9.2 sabemos que 

donde y « 0,57722 es la constante de Euler. O sea, Lim ( H n - In n) = y 

n —> co 

Ahora, teniendo en cuenta el paso 1, tenemos: 

S ljt =H 2n -H n = (// 2 „- In(2#i)) - (tf„-ln/i) + ln (2w) - Jn * 

= (// 2fl -ln(2«)) -(H„-\nn) + In 2 + In n - In n 
= (// 2/ ,-ln ( 2 / 7 )) -(//„-lnu) + In 2 
Tomando límites: 


• (-ir 


Lim Sfr - Lim (Z/^- In ( 2 / 7 >) - Lim ( H n - lnw) +ln2 


= y-y + In 2 = In 2 


[£ROBLEMA 9 j Probar que: 


Solución 


-”i + I -I-i + I -±_± + !. , . = -In2 

2 4 ^ 6 8 5 10 12 7 2 


•Si»- 1 


3 6 8 5 10 12 7 14 ■ 


. .+ 


n-l _ 2 (fl-l) 2 " 


109 S'-tan»* 



Capital 


Á}-v 4 Vj 6 8 Vs 

/ i _J—)--L ••• 

+ 2(n-\)' 2 « 

i | I . I 1 i 

, i " 4 6 8 10 12 14 ‘ 


n -+ 00 2 AC ¿n-m ¿ ->2^ ;—= - 




11 


; ln2 


^|MÁTá] Dada una serie £ de témanos polvos y negaos. 

Definimos: 

«; = K sia --° > a¡ = í 0 ' 

[ 0 , si a„ <0 |a BB si a ,<0 

OO 

1. Si fl n es absolutamente convergente, probar que las s 


X fl n Y X fl » 5011 absolutamente convergentes. 

n * 1 n * 1 

«c « te 

2. Probar que £ a, = £ a¡ + £ a; 

n = 1 « * 1 * « 1 

00 

3. Si £ a„ es condicionalmente convergente, probar que las senes 

n * I 

jr a* y ¿ a; son divergentes, 
n « I * « 1 

Solución 

!• Tenemos que a¿ * a, ó 0 ^ = 0 y que a’ - a. 0 a »~ ^ ue 6 0, 

l o "l s l°-l y KbM 

Como £k | converge, por el criterio de comparación dire 















Capítulo 9 Series 




¿ | I y ¿I a " I conver8en y * P° r lo ta nto, 


* 


£ a~ son absolutamente convergentes 


2 . observar que s* - ¿fc +1 * I) * ^ ^ = “I “» D ' Lue S0, 

¿e; + ¿ * ■ £ [* +a "J +l l) + ^" ~l°»l)]=t o„ 


3 .¿ a „ es condicionalmente convergente => 2>„ conver S e > £|o„| diverge. 

» -1 „ " ‘ 1 

Procedemos por el absurdo. Supongamos que £ converged 

n m I 

«e oo oo / i \ ro j 

£«; - x I a » = £ '7 o " r ^ a "l c ° nver ge => 

„ = i 2 « = i ' nml 

00 °° 

¿¡a„l converge. ¡Contradicción!. Luego, ]T a+ diverge. 

««=1 n = 1 

Similarmente, £ diverge. 


PROBLEMAS PROPUESTOS 9. 5 


En los problemas del 1 al 4 el número de términos que se necesitan sumar para 
aproximar la suma de la serie con la exactitud indicada. 


'• Z—^ .k|<0,001 Rpia » = 1.000 2. £ - | R n | < 0,001 Rpta.n= 13 


3 ‘ Z^-.|«„|<0,01 Rpta. n = 7 4. V ízüü!. I/} |<J_ R p ta.n** 

"" n ' „T‘|(2n-l)! 10 5 

S. Estimar el error que se comete cuando la suma de la serie £ (-1)”* 1 4 « 


Rpta [ R s ] £ a 6 = » 0,09375 


aproximada por S 5 



II V l-n ntl Rpta. Conv. Cond. 19. V ——,p>0 (¡pía. Conv. Coad. 

,tV «Inn „T 2 0n") P 

10. Y (-ir 1 lnn Rpta Conv. Cond. 21. £ c<, " v - C ° ní 

nsi n-lnn „ = i V» 


® Í- 1 V ,+1 

n.lU) 

Rpta. Conv. s4¿wo/. 

23 £ Rpta Conv. Absol 

Ba| Wy n 


« = 1 

lo. y (-i)**' 

2 h « 

Conv. Contf. 

jg £ ("I) — flp/a Conv. ¿fesol 
* = 1 3 

lo, y j-i)"* 1 

..|iñO + l/n) 


Rpta.Diver.Sug.üm^O 




















sen (1/n) 





C " mpar °'oll¡ mtlec 


,y tan 0/1) K P ,a Conv. C ond. Sug, c 

con Í>. m i/„ 

a -,, 

¿C-l)’* en ' ,(1/ " ) Rp,a Com ^ Sug aparar allimU ' 


lI,e con *>.= 1/n 


l)"rt sen' 1 (1 / ") R P ,a Diver 


Rpta. Conv. Absol Sug. «■?»»• a/HaSe 


CO" b.= 1/n 2 


34. K-D" 

n = ! W * 

i 5 f- f _iyí!£Üíp(a. Conv. -4W 36. Y ( -1)” ( Rpta. Conv. Absol 

' 2 3 ” »-2 Unn ^ 

37 . V (-i)"f-L ]" Rpta. Diver. Sug. Lim a „*0 

# t 2 UJ 

38. y tyte. Conv. Con¿ Swg: eos nn= (-1)" 

• -1 " 

»• í c „ cw 40 . £ “ifl ** o- *- 

•-» »-l » 


dy' r 

n c 1 

V (- 1 )” Rpta Conv Ausol.Sug tan n <« 

48 . b y nsl n 


49 ¿(-0 ^+,sech,, Rpta-Conv. Absol Sug .: sech n = 2/( e V e -) 

* = I 

50 £ (-l)" +1 cosech n Rpta- Conv. Absol Sug . cosecha = 2V -O 

«i = i 

= 2e" / (e 2 " - 1); comparar ai limite conb,= Me' 

51 i jp(_l fifiFTñ - n) Rpta Diver. Su g \'» 2 +« -» 


52. Y (-ty tylgfü- 

¿V 1-3.5.(2n-l) 

53. Y (- 1 )" 

' 1.4.7.(3n - 2) 


= ^ñ(\ r ñ+í -V" 2 

Rpta. Conv Absol 
Rpta. Conv. Absol 


41. Y sen / * 

..,.n¿ 


I - 2sen n RlaC onv. Absol 


■ I-p== «pro. Conv. 41650/ 42. Y iZi^i «pro 

" ■ i v n 5 +1 ", n J 

^3- X (“0 —j ~ Rpta. Conv. Absol Sug.: comparar al límite con b. 


54 . y. ... 2.6.10.14.(4n - 2) pp W . 

5.8.11.14.(3n + l) 

Y ( .'ni 1.3.5 . (2n-u f ~ Rpta. Conv. Absol 

.7, L 2.4.6.(2n) J 
























Capíwlo 9 Series infinitas 


O0 í \\ n+l 

v j -converge absolutamente si p > 1 y convern 

56. Probar que ^ ^ ^ n y ge 

condicionalmente si 0 <p ¿ 


positivo. Probar que la serie ¿ (-1)"*' I 

" = i L 2-4.6.(2,,) 

cononverge absolutamente si p > 2 y diverge condicionalmente si 0 < 


57. Sea p un número 


cononverge - - r * ~ 

Sugerencia: Usar el problema resuelto 3 de la sección 6.6 y ^ J 
razonamiento del problema resuelto 6 de esta sección. 

ce 

58. Sea r una constante tal que | r | < 1 y sea la serie £ nr . 


n = 1 


a. Si a„ = nr n , probar que Lim = | r | < 1 y, por tanto, ¿ m n como* 


«-►00 q , 


n = 1 


b. Si S„ = ¿ * r k , probar que (1 - r)S„ = - w'*' y, por tanto. 

* = 1 r 


S n =—^ - -^-(w")w' ,+1 

(\ - r\ 2 1 - r ' > 


(1-r) 

« r 

c. Tomando límites en la igualdad anterior, concluir que m 


59. Si y 6* , probar que ^ converge absolutamente 

w s 1 /7 = 1 n s | 

Sugerencia: Pruebe que 2| íj„6„| <, + b¿, . Para esto, observar que 
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sE jUES DE POTENCIAS 


BROOK TAYLOR COLIN MACLAUR1N 
(1.685-1.731) (1.698-1.746) 


l0 .l SERIES DE POTENCIAS V RADIO DE 
CONVERGENCIA 


10.2 

10.3 


^sssssr 000 

jUNOMIOS V fEWES DE TAVLOR V 


10.4 SERIES BINOM1ALES 



- 




Cpnu.o.0 

bbooktavior 


65$ 

COLIN MACLAUR IN 
(1.698-1.746) 



BBnnK T4YL0R nació en Edmonton. Inglaterra, dentro de una familia noble 
acomodada. Alcanzó distinción en música pintura y matemáticas Apl icó la 
y acomoaa /fl pin ,ura. Asi. escribió un tratado sobre /„ 

vibraciones de cuerdas y un libro sobre perspectiva. En 1.708fue incorporado a 
a Saciedad Rea1 y en 1.714, fue elegido secretario de esta impórtame 
institución En 1.715 publicó el libro Metí, odas Incrementarum Directa e , 
Inversa el cual trajo varios temas novedosos, entre los que encontramos l Qs 
series que ahora llevan su nombre, la integración por partes y las primeras 
i Jen* M "Cálculo de diferencias finitas 


COLIN MACLA URIN nació en Kilmodan, Escocia, dentro de una familia 
modesta. Perdió a su padre cuando tenía 6 semanas de edad y su madre cuando 
tenía 9 años. El y un hermano, quedaron a cargo de su tío Daniel Maclaurin, 
quien fue pastor de una iglesia en Kilfinnan. En 1.709, Colín entró a la 
Universidad de Glasgow a la edad de 11 años. A la edad de 14 años, recibió su 
grado de Máster. En 1.717 fue nombrado profesor de Matemáticas en un collage 
de la Universidad de Aberdeen. En 1.725 se enroló en la plana docente de la 
Universidad de Edinburgh, donde pasó el resto de su carrera. En l. 742 publicó 
una obra en 2 tomos, Tratado de Fluxions. en la cual presenta un tratado 
sistemático de las ideas de Newton sobre el Cálculo. En esta obra, Maclaurin 
hace uso de unas series que son un caso particular de las series de Taylor. 
Estas son las actuales series de Maclaurin. A él también se le debe el criterio de 
la integral para la convergencia de series. 


ACONTECIMIENTOS PARALELOS 

Durante la vida de Taylor y de Maclaurin sucedieron la siguientes hechos 
nota les. En 1.689, Pedro I el Grande, toma el gobierno de Rusia, e inicia la 
tarea de accidentalizarla y modernizarla. Muere en 1.725 y le sucede su esposa, 
u! na J' f" 1715 muere el francés, Luís XIV. En 1.726, se funda 
. on wefeo /a capital de Uruguay. En 1.733 se fundó, en América del Norte, la 
exnlnrn. a/ 7^'“' N ma ^ a as ‘ en honor del rey Jorge II. En 1.728. los rusos 

r ol,pe V. nie S ,o a deLu¡s n m°r “ 7 'T' 0 ™ ^ 

e Lm X,V Le sucede su hijo, Fernando V!. 



SERIES DE POTENCIAS Y Paix 

convergencia 10 DE 

'^‘I^uioamenor hemos estudiado seneTZTT''^-— 

6" e Lulo nos ocuparemos de senes cuyos términ^™"* nú meros En 
f j - ai o. en temamos mas generales, de , a fo * ^ '» ^ 

” • “ c ^)>, donde h Wes 




SERIE DE POTENCIAS EN 


^g.Una^enede potenciasen, es una serie de , s fomia 


S a n x n -a a + a,x + 0 ,r +¡hx > + . 

_o * • ' a jt - 


n= O 




donde a 0 , a u a 2 ,. . . son constantes li ama ,w, 

de la serie. ’ ** ' os alicientes 

Convenimos que CoX° = Co, para x = 0. 

00 

Cuando se da un valor a x en ^ a n x , se tiene una serie de términos constantes, 

cual puede converger. En este caso obtenemos la suma S(x). Obtenemos así, una 
fanción S(x) cuyo dominio es el conjunto formado por los valores de ,x para los 

cuales £ converge. 

n = 0 

f^íÉMpIo 1.] Sea la serie de potencias 

£ x" = i+*+r+x , +...+^ +••• 

Hallólos valores de a para los cuales la serie converge y hallar la 

función suma. 

Solución 

® , i i ue <ro esta serie converge para 

£ x n es una serie geométrica en la cual 

n = 0 

los valores -1 < x < 1 y tiene por suma 

= __L_ con dominio el intervalo l 

'el'intervalo (-1.D « cumple q«- 


En consecuencia, en 
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JU » 


6 6|) 


i §/ 

I 

!f¡ 

íp 

Hf 


Se //ama conjunto de convergencia de la serie de potencia 00 

conjunto formado por los valores de x para los cuales la serie con, "^o ^ al 
En el ejemplo anterior encontramos que el conjunto de en 

« nver gen C j a de , 

£ x" es el intervalo (-1, 1). Mas adelante veremos q Ue e J * Se n‘e 

* = 0 COnjür, to s 0 | u • 

una serie de potencias es siempre un intervalo, el cual pued ° n de 

semicerrado. La herramienta para hallar estos intervalos es el C ? er .Cierto 
convergencia absoluta. cnter >o de Ia' ra !^ ad ° o 

En general, la función suma de una serie de potencias no r ° n Para 

más. hay series de potencias cuyas suma no tiene exnrJ! fácil enc ontr a ri 
funciones conocidas. Xpres, °n en términ^ Aú n 

s de las 

IEJEMPLO 2.1 Convergencia sólo en el punto x = 0 

Hallar el conjunto de convergencia de jp n!x n 

Solución n ~ 0 

En primer lugar, tenemos que para x = 0, 

j>" = 0! f 0VH(0') + 2-(0V. . . =l +0 + 0 + . 

oo 

Luego, £ nlx n converge para x = 0. 

“ í ° - “• * '• - - 

L= Lim 2¡t±L Lim I ^ + I 

°°' ' n 00 ' nlx n I ~~ ^ + 0/ * | =oo 


LUeg °' diverge parado. 

;¿==a¿s¡r l ¿: 


Ln consecuencia el co 

'■ - de iii lerva I "i U ^°_ de . C °"'" er 8 enc ia es el conjunto unitario (0). el 

expresar asi: { 0 } - [ 0 , 0 ]. 7 


Convergencia en todo K. 

conjunto de c 0nV e r g enc j a de y ¿ 
^ ni 


Solución 

Usando el criterio de la 


n = 0 


para convergencia absoluta, haciendo //„= -r : 
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Lim 


^±1 I = Lim 

(n + 1 W*'kn + W\ 

U n | n -> eo 

**/»! 


' 3e *»es ae rotencias 


= Lim l-i = o 
n -» 0 O n + 1 


Luego. ¿ ^7 converge para todo x e R 

w = 0 "• 


En 


consecuencia, el conjunto de convergencia es el intervalo R = (-<»,«). 

)T| Convergencia en un intervalo acotado. 

Hallar el conjunto de convergencia de £ íl 


Solución 


“m-l 

= Lim 

x n+, /(n + 1 ) 

U n 

n -*■ oo 

x"/n 


Usando el criterio de la razón para convergencia absoluta, haciendo u„= — : 

n 

%‘i ra -^Tl x l = l x l 

00 x" 

Luego, ^ — converge si |x| <1, esto es, converge absolutamente en el 
intervalo (- 1 , 1 ) 

Analicemos que pasa en los extremos -1 y 1. 

* / _ n" 

Para x = -1, se tiene la serie armónica alternante, V --, que es convergente. 

Para x = 1 , se tiene la serie armónica, Y — , que es divergente. 

««1» 

En resumen el conjunto de convergencia es el intervalo [- 1 , I). 

-4 -♦- h 


De los ejemplos anteriores hemos obtenido que el conjunto de convergencia es un 
intervalo. Este resultado no es casual. 

[teorema 10,1 1 Dada la serie de potencias ¿ a„x” , exactamente una de las 

* » o 

siguientes proposiciones es cierta: 

1. La serie converge sólo para .v = 0. 

2 . La serie es absolutamente convergente para todo x e IR 

3. Existe un real R > 0 tal que la serie es absolutamente 
convergente para | x | < R y divergente para | x | > R. 



























Capítulo 10 Series de Potencias 

Ver el problema resuello 7. 



41 número R de la parte 3 del teorema se e llama radio de 
serie El teorema nos dice que la serte es absolutamente converge '*> 

abierto (-R. R) y k diver « e fue ™ " '"o C " rado 1 '< 

da información sobre el comportamtento de la serte en los extremos 
puntos deben analizarse separadamente. yí Es l0í 

p Extendemos el concepto de rad.o de convergencia. Diremos que * ° s 

la serie converge sólo para ,r = 0. Diremos que /? = oo cuando la serie co ~ ° CUi % 
todo .v. Esta convención y el teorema anterior nos permiten afirmar: " Ver K pa, a 


Todo serie de potencias ¿ a„x" tiene un radio de convergencia /?, t 



0<R <oo 


La serie converge absolutamente en (-/?, R) y diverge fuera d 

ae jfy 


■ i 

Divergencia ¡ Convergencia absoluta 1 Divergencia 

•— I 


0 




EJEMPLO 5.1 Hallar el radio y el intervalo de convergencia de V _L_ » 
Solución " = 1 

Aplicamos el criterio de la razón. Sea u n = y" S e tiene' 

w3" ’ 

2^V^+l)3 w+1 


= Lim 


2"x"/n3"x" 

jM<l» |*| <{ 


= Lim ———I ^ I = — | 
«-►oo 3/I+1 1 1 3 


Luego, el radio de convergencia es /? = 3/2. 
a serie converge absolutamente en el intervalo (-3/2, 3/2). 

Analicemos los extremos del intervalo: 

Enx--3/2 V 2LÍ 3Y ^ „ 1 

d-i/ 73" [ o I ~ 2 (“0 —, que es la serie alternante 

la cual converge. ' Wcl ” 

En x = 3/2, V. 

-1 /i 3" ^ 2 > 


armónica. 


Z —, que es la serie 


la serie armónica, la cual diverg’ 
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« 2" ^ 

g n resumen, la sene ^ 3 „ * converge en el intervalo [-3/2, 3/2). 

-^---)-- 

-3/2 0 3/2 


r|jEMPLÓ_6r] Hallar el dominio (conjunto de convergencia) de la función de 
- - Bessel de orden 0, definida por 




(-i Yx* 


»- o 2^(n!) 2 


Solución 

(-i)V n 

S or -^-^r—r set,ene: 

2 2 (n!) 2 


L = Lim 


a tt+ 1 

- Lim 


a n 

n -> oo 

(-l)V"/2>!) 2 


T- ^ « 

- Lim - =0 

n -¥ x. 4(/H-l) 


00 ( — l)”x 2w 

Como ¿ = 0 < 1, \2n f i 2 conver 8 e P ara todo x e R. En consecuencia, el 
dominio de Jb es todo 


= o 2 2 ”(n!) 2 


¿SABIAS QUE.. 

FRIEDRICH WILHEM BESSEL, Nació en Minden, Alemania. A 
la edad de 14 años dejó la escuela para dedicarse al comercio. En 
sus ratos libres estudió astronomía. En 1.804 publicó su primer 
trabajo, sobre el cometa Halley. Gracias a una recomendación de 
Gauss, la Universidad de Góttingen de otorgó a Bessel el grado de 
doctor. En 1.809 fue nombrado director del observatorio de 
Kónigsberrg. Aquí llevó a cabo el monumental trabajo de 
determinar la posición y movimiento de 50.000 estrellas. 

Bessel también fue un matemático distinga,do. En 1.817. se ocupó de un tipo de 
funciones que aparecieron en el estudio de un problema plantea o por ep er. so t e 

las perturbaciones en el sistema planetario. Estas funciones a ora evansunom le. 



SERIE DE POTENCIAS EN .x-o 
El intervalo de solución de una serie ¿ a„x :l es un intervalo con centro en 0. 

n ■ 0 

Ahora, dada una constante a , generalizamos estas series de potencias a otras, para 








































Como 


es de Pote flCias 

C ’ Pm '° , ° " ««I * SOlUC ' Ón “ U " Ín,erVa '° CO " ""*> ^ ^ 

las cuate 5 e c |a hadamos al punto a. 

g Uno serie de potencias en * - o es una serie de la f ornia 

¿ a, (x- a)" ” ®> + a ' (x ~ a) + aÁX ” 0)2+ • ■ ■ + «.(* - o)" + 

, = 0 

¿ a,(x-«)’ es una traslación a n de la serieja/ , , os 
/» * 0 

. . V a ir-o)” son los intervalos de convergencia de V 

convergencia de 2 , a ^ x ’ 0e ¿ »„*> 

n « 0 (so 

trasladados al punto a. Esto es: 

OO 

prFOREMA~ÍQ^l Dada la serie de potencias£>„(*- a)" , exactamente una de 
las siguientes proposiciones es cierta: 

1 . La serie converge sólo para x = a. 

2. La serie es absolutamente convergente para todo jc e K 

3. Existe un real R > O tal que la serie es absolutamente 
convergente para | x-a | <R y divergente para \x-a I > R, 


Divergencia { Convergencia absoluta ¡ Divergencia 

- » « • -* 


a -R 


a+R 


Demostración 

oo oo 

Sea z=x-a. Se tiene que £ a n (x - a) n = £ • 

n -o n »o 

°0 

Luego, aplicamos el teorema 10.1 a la serie ^ a n z n . Como ejemplo probamos 1. 

n =o 

1. La serie £ converge sólo para z = O => La serie V converge 

"‘O M -o 

sólo para x-a- 0. La serie £ a n (x- a) n converge sólo para x = a. 


El intervalo de convergencia de f¡ a „(* - a)" es (a - K. a + «) V< al vez 
> los dos extremos. " “ 0 


uno 
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™ .Vu» UC 1 UlCÜLIiU 


3 Ha ' Ur e * rad '° de convergencia y el intervalo de convergencia 
de la serie de potencias Y __ * (_n« 


Solución 

Si ».=- 0 4 ^ '-’ se tiCTe: Lint 1^ 
n*\ n -» o:- ( 

(-\r'(*-yr'kn+hr' 


= Lim 


(-ir'Cx-3)f/n4" 


= Lim 




i|x-3|<lo |x-3|<4 

El radio de convergencia es R = 4. Por otro lado, 

\ x -3\<4 o -4<*-3<4 O -l<x<7 

Por lo pronto, la serie converge en el intervalo (-1,7). Analicemos los extremos 
de este intervalo. 


„ . v' (-l) rt (-1-3)° £ 1 .. 

En x = -1, Y -— : -— n - -= Y - diverge. 

« = i " 4 «»i n 


converge. 


rni ._ 7 Y (~i)"(7-3) n _ f (-D- 
Enx ' - 

En consecuencia, el intervalo de convergencia es (-1,7]. 


Los siguientes teoremas nos proporcionan te nuevos métodos para hallar el rad.o 

de convergencia de una serie de potencias 


I TEOREMA 10.31 - Fórmula de D Alambert 

Sea ¿ a„(x-u)*'Si a.*0 Vn yexiste^Lim 


— .entonces el radio 
Qn\ I 


de convergencia 


de f aAx-a) H es R= Lim 

de A " » -♦* 


Demostración 

/ probaremos sólo el caso L * 0, dejando al lector como 
/ * 0 v L = oo, que corresponden a R = oo y R = 0, 

ejercicio, los casos 

respectivamente. 


Sea Lim 
























OpfhiJo 1 


i Series t 


c potencias 


S¡ 


n (s 


Litn 

n -> 00 I *4» 


_ a j". Se tiene: 
ffcj | = Lim 
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‘U 


II a ,»i 


ajt-aT 


A 


P-» MI*-, 


Según el criterio 


¡terio de D’Alambert, £'a„(*-a)" converge absol, 


ut arr>, 


,e nt e , 


. • Ir-al . La serie diverge si 

_ a /<l, es decir S' |* *1 £ M °| > I, es ^ 

En consecuencia, el radio de convergencia de la serie ¿ a . 

r ' ¿ n = o Q ) 


R =T 


= Lim 


£ lm\tuA\ >0 °K* 


friÜOREMA 14.4] . Fórmula de Cauchy-Hadamard 

Si (H =¿ y ¿ * 0, entonces el radio de convergencia de 


£ ¿7 /i (jc-¿7) ,í es /?= —. Osea /? = 

- -n L 




De/nosíración 

Ver el problema resuelto 8. 



¿SABÍAS QUE. . 

JACQUES SALOMÓN HADAMARD (IMS-1.963) nació en 
Versalles, Su padre, de ascendencia judia, fue profesor del 
Liceo Imperial de Versalles. Jacques vivió la tragedia de tres 
guerras. La guerra Franco-prusiana, durante su niñez, la 
Primera Guerra Mundial, donde perdió dos de sus hijos, y la 
Segunda Guerra Mundial, donde perdió un tercer hijo. En 1.884 
entro a la Famosa Escuela Normal Superior. 

Tmf L í* l ° ,( ^ €n 1^ C ° n Una íes ‘ s so ^ re funciones definidas por series de 
I Vt)Tf, , 6 n . Usn \ 0 año [ e otor garon el Gran Premio de Ciencias Matemáticas. En 
reemnl Ja * ° presi(iente & 2a Sociedad Matemática Francesa y en L9I2 

ZZZ1 enry ^ ncaré en la Academia de Ciencias. En 1.933 viajo 

ZZ Jc £w Es,ados Unidos ‘ Es P aña ‘ " a,ia ’ Brasil Are 


é 
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[EJEMPLOS Hallar el radio de convergencia de las series- 

». y - ( ,v 

«-I n(!n(n)) ! •>. £ l + - . 

Solución "- ,V nJ 

Aplicadnos el teorema 10.3: 




R= Lim 


\ — \= Lim 

HT/n(h(n)) 3 

| | n -»co 

(-r'/oHDih^! f 


= ( , („ I Í n „-^T) = ( , )( , ) 5 =l.Es.oes. *. 


Lim 

■ — n(h(n)) 3 


’Hópital) 


b. Aplicamos el teorema 10.4: 


Lim Lim " Íl+S = íj+il = e. Esto es, R = -. 

«-*» n-»® H n) InJ e 


SERIE DE POTENCIAS DE UNA FUNCION 


1 DEFINICION. | Sea y = h(x) una función. Una serie de potencias en y = h{x) 
es una serie de la forma: 

f; a„[h(x)f = a „ + 0 ,[ó(x)] + 0 2 [A(x)] ! +. . . +a.[h(x)}" + ... 

n = 0 

Al igual que los casos anteriores, estamos interesados en deteiminar el conjunto 
de convergencia de estas series, para lo cual contamos con las mismas herramientas 
que hemos estado usando: Criterio de la razón, de la raíz, de fórmula de 

D’Alambett-Hadamait y fórmula de Cauchy. 

] Hallar el conjunto de convergencia de ¿ 





_L/*ziT-v -U» 
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Ahora, 


00 j 

el radio de convergencia de £ —z" , entonces u,, 

n = i n2 ' UJ, ando 

ibert-Hadamart, se tiene: 

I a, I 

R z = Lim — = L/m -y—!—= Lim -n + j 

n -*°° l/((n+¡)? ,+ I J n->oo =2 


0< 


W <2 ~/ 


-2<£ZÍ< 2 0 

X-1 


2< £=f A 

x-1 

x-4 

-<2 O 

x-1 

0<2+lZl A 

X-1 

x-4- 

x -1 

x-4+2x-2 

x-4 -2x+2 

0 <=> 0< l( x ~ 2 ) 

x-1 


x-1 

x-1 

A 

y 


~ 2 <0 <=> 


0 < - 
Jk 

/ 


x-1 


x + 2 
x-1 


x-1 


> 0 


\ 




(- 0O .-2)U(l,+oo) 


I 2 

(- fl °.l)U(2,+oo) A 

Aserie converge absolutamente en: 

[(-*' 0U(2, + oo )]n[(-co- 2)U (1> + m) J 

Analicemos los extremos: J ( ’ 2)U ( 2 ' +0 °) 

Enjr “ ~ 2 . la serie V Jf-2-4 Y* * . 

*■' «2-1-2 - ,J - I — 2"= X 1 diverge. 

"=1*2 n 

£lu = 2. la serie V ' f 2-4 Y 1 ® 

« = ln2 n (2 - i I = ¿ -(~2)”= V 

- 7 »=, n2" 1 7 ~ converge 

^consecuencia ,i„ • n = l " 

Observar que en K( 0njUfltode «>nver g enciaes. ( ^,- 2)U [2> + 00) 

- 

puTw] Ha||ar 

Solución * con Junlo d e convergencia de la serie ¿ „U 

n = 0 




Lim |( n + l);t (a +l)Urt | 

.*?- P+O** - I 



cjUl^l, Lim (/? -h lVc" I == i 

Sl í 1 n -> oo i ^ | - Lim Cn-»l)ljr|*«! 

n 3 1 ' * «w (n + i^ij- 4 

Si |x | < 1,** O y x = —, entonces |x|= 1 . . ” ^ * 

2 1 1 f7¡' M>i y 

Lim I (n + l)x n I = Lim < Lim « + 1 „ 

«->«' 1 «-♦oo| z |«rf n ->co i.i^ ~° (hnwtenotable5) 


Por lo tanto , £ nlr" 1 converge si 0 <1 x I < l 

n = o 

00 

Es claro que si x = O, serie £ nU"' converge 

n =0 

En conclusión, el conjunto de convergencia de la serie dada es (-1,1). 


PROBLEMAS RESUELTOS 10.1 


^2§LEMAjT] Hallar el radio y el intervalo de convergencia de la serie 

¿ ^re¬ 

solución " 

Aplicando la fórmula de D*Alambert tenemos: 


R ~ Lim 

-3í__ i _ T 

sen n ln 2 

= Lim 

n *+ 00 

= Lim 

a « + l 1 n -+co 

sen (w+l) /( w+ 0 

n ->« 


, 1+1 sen n I n 
n sen (n+l) 























Capítulo 


,0 »ri»«« w,enC “ S 


(‘r) 


Lim(sen n/n) 

Lim(*n(» + 1»/(» + ')) 


( 1 > 


: 1 • Esto 


e s, y?* 


nverge absolutamente en (2 - 1. 2 + 1) = (I, 3) 

La serie converge au 

“ _ sen n 

V ffíL^-n-2)" = Sí" 1 ) 2 ~ conver ge absoluta, 

Paraje* 1- 2- „2 * -1 w 


‘mente. 


En efecto: 

ih"^ 




= 1" 


Vi/ IV» sen ” 

=* 1M -J- 


converge 


y -j- converge 
n «= I n n 

Paraje = 3: ¿ £EL^(3-2) /l = X converge absolutamente. 


En efecto: 

ao 

I 


1 senw 1 

« |sen n | 

00 1 
< y — 

00 I 

=> y 

sen n 
~ 

M 

“ L „2 

n = 1 n 

- Z- 2 

n • 1 n 

Z-i 
// = 11 



converge 


En consecuencia, la serie converge absolutamente en el intervalo [1,3]. 


[PROBLEMA 2.] Hallar el radio y el intervalo de convergencia de las series 

a. y--- x" b. ¿---y 

( ¿ I 2-4-6-...-(2 n) “,1-4-7- ... (3«-2) 

Solución 

a. Tenemos que: 2-4- 6 * ... (2n) = 2 #I (1*2*3\ .. •«) = 2” «! 

Luego, 

« 3 OO 3 OO 2 

y-í_y = y _í_y> = y_?_*» 

„.|2-4-6- ... (2n) , 2"n! „ ., 2" (« -1)! 

Ahora aplicamos el criterio de la razón: 

S ““" = W' , 'Y. P° r 'o tanto, «„+,= ■- „; T + — 


2"(n —1)1 


2 " ( n )! 


Lim 


= Lim 

n —* oo 


(n + lfo"*' 

2" * ‘n! 


= Lim 


= 0 


2 w (w -1)! 

Luego, R oo y e i intervalo de convergencia es [ 


671 


Capitulólo Series de Potencias 


b . Aplicamos la fórmula de D’Alambert: 


14-7- ... • (3n-2) a -' : 


/? = Lim 


(n + 1)! 


L4-7- ... .(3n-2X3n + l) 


1 n 1 

n! 

~- = Üm 

My..(3n-2| 

I a rt+ | | n -><50 

- (n + U! 


1 47....(3,-2X3n + l) 


t 3n + l 

Lim - =3 

n -» od n + 1 


Analicemos en los extremos del intervalo (-3,3). 


En x = -3: ¿ 




3"/?! 


• (3n - 2) 


Tenemos que: 
3"n! 


= -Ü i 2 ' 3 '--- ") (3-1 )(3-2X3-3)-.. .-(3n) 


>1 


1 -4-7 - ... (3/1-2) 1-4-7-... .(3n-2) 1 - 4 - 7 -,.. . ( 3 n- 2 ) 

, (3X6X9). ... (3n) f3U6V^ f 3a V 
1 -4-7 ... (3n-2) uJUJl7jv3n -2) 

LUeg0> „|,T^7..". ! .(3 n -2) ( - 3) ” d,Ver8e - 

ao | 

En x = 3:E1 mismo argumento prueba que £ - ---—-——(3)" diverge. 

<• En consecuencia, el intervalo de convergencia es (-3,3). 



Solución 


De acuerdo a la fórmula de D Alambert: 





(3"+(-2)") /» 

R = Lim 

n -» ® 

o* 

a n+ 1 

= Lim 

n -» ® 

(3 "* , + (- 2 )" t ')/(» + !) 
























































Potencias 


C. p ,m lote ¡ * ri ' ,d ' 

-(‘(.OlíTfZÍMfJ / 3 + 0 ^ 3 

esto es, Cl "dio de convergencia es K = y 

* convergencia es (-1 - 1/3. -1 + 1/3 ) = (- 4/3, -2/3). 
Analicemos la convergencia en los extremos del intervalo: 

En x 


67 2 


-í se tiene: „ [ 3 J 

- y+iziríí+J = ¿ 3 " H -(- 2 ) V _ir £ 

¿ « i 3 / .t, n ^ ^ ñ - 

f. (-1)" + y (2/3)" 

n=I " »=l » 

<* / 1) n 

Sabemos que £ -— — es convergente. Por otro lado, 


es una sene geométrica convergente. 


£ (2/3)" 

Luego, V --— converge. 

i n 
n = I 


c . f 3 n +(-2) n ( 4 t Y* 

En consecuencia, > --—— — + 1 converge 

n=l ” 13 J 


n = J 

r 2 

En * = -y se tiene: 


-.1,2*.?,^ 

n es ^ ,ver S ente y — absolutamente convergente. Luego, 

/i = i ^ 

V 3"+(-2)V 2 ,y 
,T| * (“I + I J es d >vergente. 


(PROBLEM A 4~1 Hall i 

—-ü nanar el radio y el intervalo de convergencia de la serie 

■ (-ov*+ n 2 " 


00 



x + 1 | <60 -6 <x+1<6 -7<*< 5 

La serie es absolutamente convergente en el intervalo (-7,5) 

Analicemos los extremos del intervalo. 

En x = - 7 se tiene: 

2 n 


£.-r — 

n ■ O ^ \ J y w = O 4 n = o 4 /» ®0 

En x = 5 se tiene: 

n — O 4 \ J ) „ = o 4 * = O 4 «= o 


I PROBLEMA 5.1 Hallar el conjunto de convergencia de la serie £3" *" 
L - J n = 0 

Solución 


Aplicamos el criterio de la razón. 

2 í - 

Sea i/„ = 3" x" y, por lo tanto, ^ 
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* de Potencias 


Lim/ 3r 


O, si ¡X 
|2" +, =Jl, si \x ' 


| < 1/3 
= 1/3 

+oo, si I x\ > 1/3 
ibso/utamente en el intervalo (-1/3, 1/3) 


Luego, la sene converge al 

Analicemos los «tremes. 

y 3» 2 (-l/3)" = I i"» d,verge ' 

n /I =0 


Si,x 


--1/3, 


n=0 


f *W- r »• 


« =0 


En consecuencia. 


el conjunto de convergencia es (-1/3, 1/3) 


ItoOBlImÁT] Probar que: 

--- 00 

1. Si X conver S e en x ¡ y x i * 0, entonces converge 

n = 0 

absolutamente para todo x tal que | x | < | x, | 

00 

2. Si a** 77 diverge en x,. entonces diverge para todo v ta| 

n = 0 

que ¡x¡ > ¡x, I 

Solución 


1. £ a** 77 converge en *, => ^x” = 0 => 3 N> 0 tal que a n x ¡ 7 I < 1 

n = 0 1 ' 


Ahora, si | x | < | x, | , entonces r = — 

I *1 


n \ \ X 


< 1 y 


v "Vi h < — 


donde 


orno la serie geométrica ^ r converge, el criterio de comparación nos dice 


n = o 


que la serie £ I a n x n 

n = 0 

absolutamente. 


converge y, por lo tanto, ^ a n x n converge 
n =0 



i# * 

,^05 pof reducción al absurdo. Su ^ ' tep ««K i « 

Supon ^o S( , U(; A 

Xj «al qu« I*» I > l*i I y f,,. d ' Ver » y q ue 

»- " J Con ^. Pot , 



I I debemos tener que Y a x n 

^_ ' C0nv "^<0 

^ggggMA^7T] Probar el teorema 10.1 


a Poniera 


parte . com 0 


C ° nMiw '»Wp6 tesi , 


Dada la serie de Potencias ¿ v „ 
siguientes proposiciones es ci^,° “na d e las 

1 . La serie converge sólo para x= 0 
3. Existe un real S > 0 q 

convergente para|*| <* ydivergípj, 

Supongamos que (1) no se cumple. Luego, existe un * 0 .. ,, 

_ I I 1 Para el cual la serie 

converge. Si r, |*l | , entonces r, > 0 y, por el problema amenor, la serie es 

absolutamente convergente en el intervalo (-r,, r,). Sea 

A= { re IR / r>0 y la serie es absolutamente convergente en (-r, r)} 

A es no vacío, ya que r, e A. 


Si A no es acotado superiormente, entonces se cumple la proposición 2. 

Si A es acotado superiormente, entonces, por el axioma de completitud de los 
números reales, A tiene supremo. Sea R = Supremo de A. Este R cumple con la 

proposición 3. 


[PROBLEMA sT\ Probar el teorema 10.3: La fórmula de Cauchy-Hadamard 

Si Lim ^j¡qj = L y L * 0, entonces el radio de convergencia de 


Solución 

Si 


1 


1 


Y a n (x-a) n es R= - • O sea R~ ¡ 

„=0 L 


u *~ a n (x-a) n . Se tiene: 


n l T n {\ a n(*-a) n 1 = l™ x {W\\ X ' a \* L \ X ~ a 















3. ¿/ñ*" Rpta.R= l.H.l) 4 - Z^ ^ 2 . (2,2) 

» = l ” ” 

5 V JL Rpia. R = 2, [-2,2) 6. ¿ «V Rpta. R = O, [0,0] 

«r •-* 


7. tyto. *=1,[-1,1) 8. £ 

n = l n 


“.Inín + l) 


»• z 


'.(lnn)" 


Rpta. R = oo , 


10. z 


n(ln nf 


Rpta. /? = I, [-1, 1) 


Tfpto. /?=!,[-!, 1] 


£ 1=22 ***-'(' I] ,2. t ML Rpta. f 

»-i Vñ 2 i 2 2j ", 2" + 3 v 3 3 

, 3 £ O ^ -Rpta.R = 3, [_|, 5] 14. ¿ Apta./?=-, 

"" 3,1 n 2 2 


5 7 
2’ 2J 


,5 - Z —~~ R p ,a R = 00 .[- 5 ,- 5 ] 1 6 . y Rpta R=i (- 5 , 


”Z 


“o 3 
n!(3x) 3 ” 


,D 


y~ R P<“.R = 0,[0,0] 18. V (-1)" —-/?pía. /f = «. 

».i (2«-l)l 



^ (2n - l) n / 

21. X n-l C X “2)" 

11*1 2 rt" 

Rpta. /?=i,(i >3) 

»• 

n-l w! 

Rpta. R = 1/2, (- 1 / 2 , 1 / 2 ) 

23. 

R = 1/3, (-1/3,1/3) 

24. ¿ 2 ' 4 ' 6 - - , 

« • |l - 3'5-. • • .(2(1-1)* 

/?p/a. /?= 1,(-1,1) 

i Qx+lf 
n 2 

fyfa./? = i,(-2,-l] 

26 .Z(-')" ( 2 V 3) r 

n«i 3n - 2 

Ppra. P=i,[l,2] 

27. Z[(-2)"+iy 

n = 0 

Rpta.R= 1/2, (-1/2,1/2) 

28. ¿ TW 

n = 1 w 

Rpta.R = l , (-5,1) 

oo „n 

29- Z^r 

n = l n + sl n 

Rpta. R=\ t [“1* 1) 


encías aaau. 

® w l „ ii y ——jc" Rpta. R- Ale 1 

. I-T*" = í 3 

* kr-i(* x -e" x ) Rpta.R= 1/e 2 

. ¿senh (2n)x* • Sugerencia: senhi ^ 1 

* ’ ' j,u o!39 hallv el conjunto de convergencia de la sene de 

En los problemas del i> « > 

tencias defunciones. * 

. 34. y — hpm(-«,-uu(i.+«>) 
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35. ¿ 


Ha) 


Rpta 


[-1/2. *>) 


36. 




(-oo, 2/3)U(2,oo) 


37.1 


'( I+*v 


39-1 


,2/1 + 1 


_MT 

r¡2 n (x-4) n 


" Rpta. (0. o °) 38. Rpto(- oo, l) 

Rpta. (-oo. 7/2) U [9/2, oo) 


„ mi n * 

de t 40 al 42, hallar el conjunto de convergencia y la fl, nc¡á 
' '^ definida en el conjunto de convergencia de ¡a serie. Observar c, Ue c 
Jfe * variable, la serie se transforma en una sene geométrica. 


40- ti 


x ! -l 


(r* 


-ii 


Rpta. (-JJ,s/l),S(x) = 

Rpta. (0,36), S(x) = —^-= 
6-V. 

Rpta. (-3, 1), S(x) = 


3-2x-x 2 


41 J 

r (x+lf 

4 2. y ¿—p- 

n 4 
n » O n 

£/i /<v problemas del 43 al 45, hallar el conjunto de convergencia de la serie. 

43. t R p< a (-'■ >) 44 ' I -t" 2 R m- (-1. 1) 45. ¿ ÍL. Rpta. (-3, 3) 

«=0 n=0 n = 0 2> n 

eo 

46. Si el radio de convergencia de £ x n es /?, probar que: 

n * O 
oo 

a. El radio de convergencia de £ a,,* 2 " es /j? 

n = 0 

b. El radio de convergencia de £ a n x 2n+] es V~¡? 


n - O 


C. El radio de convergencia de es donde i es entero positivo. 

úmero entero positivo. Probar que el radio de convergencia de la serie 

depotencias t~~x" es *-*» 
n - I («O- 1 

48- Se llama función de Bessel de orden 

•%) = f¡ _ 

n . ] w!(w + l)! 2 Z " +I 

dominio de esta función (conjunto de convergencia) es IR 




REPRESENTACION DE FUNCIONES COMO 
SERIES DE POTENCIAS 


Puede verse a una serie de potencias como un polinomio con infinitos términos. A 
estas series podemos derivarlas, integrarlas, sumarlas, restarlas, multiplicarlas y 
dividirlas, en la misma forma como se procede con los polinomios. 

DERIVACION E INTEGRACION DE SERIES DE POTENCIAS 

Si una serie de potencias ^ a„(x -a)* tiene un radio de convergencia R > O, la 
n «o 

función j[x) = ¿ a„(x-ay representada por esta sene nene propiedades notables. 

As í./puede derivarse infinitas veces y estas denvadas seobneneii denvaiid 
' '""¡no la sene. S.nt,lamiente, la función/esintegrable yl 
'""erando témimo a término la sene. La prueba de estas afirmac.ones 
tUrsos av anzados, que están fuera de nuestro alcance. 
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de potencias £ a„(x-a) n tiene un radio 


de 


convergencia 


r > o, entonces la función 


yw- 2 «„(*-«) 

« - o 

es diferendablc e integrable en el intervalo (a -R, a + fi) y 

, /w , ¿ 

* «0 

r . v /, ílllí*?— + C, en (a-/?, a + /?) 

2. \f{x)dx- n + í 

3. El radio de convergencia de las series en (1) y en (2) es el mismo R. 


pTBSÉRVACíONESj 

a . Las fórmulas (l)y<2) pueden escribirse así: 

í{i ■•<'-■>•) 

í¿a„(x-a)" = ¿ j(a„(x-a)")dx 

J f7o n = 0 J 

b. La fórmula (2) puede escribir así. 

* 00 (r-a ) n+ 1 

/(/)di = £ ---- , donde a -R<x< a + R 


!' 


JO nm0 " ' * 

La función derivada /', por estar expresada por una serie de potencias, también 
es derivable, o sea, existe f". Por la misma razón, existe /"',ete. Es decir,/ 


[EJEMPLO 1.1 Tenemos las funciones de Bessel de orden 0 y de orden 1: 

*> ( i\fl „2n oo / i\fl v .2/i+l 

*»- ZSfe • m- 


Solución 


( n !) 2 

Probarque J 0 (x) = -./,(*) 


(n!)(n + l)! 


.-i 2 2 "(n!) 2 


I 

n»0 


(-l) n4l 2(n-H)x 2(n ^ IH 
2 2(n+1) ((n + 1)!) 2 


(l-x) 

Solü^os la serie e eomélrica - 


• ~ ¿ 


nx"'» 


Paral 


M<i 


=1+X + X 2 + X 3 +. .. + y + 

>- x , . —1/.^ 

_JL. _TiA , 

un lado, 


* <1 


O tenemos que D (^ = 

por un— 0 ' Vl-iJ ^2 

por otro lado, derivando la serie término a tómino 

W. • ♦•4-i.w.v. . 

= t 


En consecuencia, 


0 -xY 


-I- 


¿ÍPLoXl La función exponencial como serie de potencias. 
Probar que: 


x 2 x 3 

£?*= 1+X+—+—+. 


¡tración 

ibemos que la 


— Y- 

2! 3’- 

co 

serie Y — converge en todo SI = (-*, ®). 

„ . o " ! 

OO n 

J[x) = £ —. Se tiene que 

■>/■«-i¡4-tí-» ’ 51 "" , 

, u'L¿y- r «'■ - *• 

nes (1) y (2). Luego, e = ¿ ^ ■ para todo '■= -- 

uiente teorema nos proporciona información resu \tado fue eI ’ conn ^° 
los extremos del intervalo de converge i ft n?- 1 . 829 ). La demostré 
























[ YÉORÉMÁ 10.6] Teorema de Abel 

Supongamos que ¿ a„(x-a)" liene radio de convergencia R > g 

n m o * 

A*) = X a „(x- a ) n en (a-R, a + R) 

/» -o 

Sí la serie de potencias converge en el extremo b = a + /? ent 
existe Lim /fr) y es igual a la suma de la serie en b. 

X -* b~ 

El resultado análogo se cumple para el otro extremo c = a ~R 


¿SABIAS QUE.,. 

NIELS HENRIK ABEL (1.802-1.829) nació en noruega en w 
familia humilde. La pobreza lo acompañó durante su corta vio 
Murió de tuberculosis a los 27 años. Su aporte matemático / 
marcado hitos en el desarrollo de la matemática moderna. Hi. 
aportes brillantes a la teoría de series y en la teoría de las función 
elípticas. A los 22 años probó que no es posible resolver la ecuacitÁ 
de quinto grado por medio de radicales. Niel» ii. Abel 



[EJEMPLO 4j La función logarítmica como serie de potencias. 
Probar que: 

„2 3 4 

a. In (1 -x) = -x — — _ A 


2 3 4 M <1 

n = 1 n 

b. In (!+*)=*_£!.+i ! m f x « 

2 3 « nt/ J) V’M<1 

c. In* = | x _,| 

n «1 n 1 1 

d. Jn2 = + . 

2 3 4 ' • • 


Solución 
a * Integrando la siguiente 


serie geométrica se tiene: 


‘l+* + * 2 + J r 3 +. . ' +x n . 


2>\ M<1 

tdx X 1 3 4 "■» 

|¡IT = Jr+ T + —+—+ +r-v jc " +l » »» 

•> 1 * 23 4 ••• +c L—+c=y£_+ 


-tal 1-4 


n m 0^ + 1 

¿ T + M <1 


n m I tí 


^-c I , 

•l" ’ 1*1 \ 

1 =>-I <*<1 => 

Luego, ln(l-jr)=. _ c 

Además, para * = 0, se tiene h ( , 

* ”1 1 




ln(l-4) = _f B ^C. 0 , 

L-. |r| ?I u 'eo, 

««i n '* 1^1 




. , * > n - . .3 _ 

c . Reemplazando * por * 1 en la pane b, obtenemos * * ‘ n 

i»* = É(-ir'tt 


-M<i 


c. Si en la serie ¿ ( l) n+! — tomamos * = 


1 » Atenemos la 


armónica 


00 j ““ 

alternante £ (-•)"*' la cual es convergente Lt», a 

-• n Luego, de acuerdo al teorema de 

Abel, 

ln 2 = Lim^ In (1 + x) - Y (-i)"* 1 1 _ j _ ]_ + l 

' 1 ~ " ’ 2 3 ~4 ~ * 


La siguiente serie de potencias es conocida como la serie de Gregorv. en honor 

al matemático escocés James Gregorv, quien la descubnó en 1.671. 

[EJEMPL O 5.1 a. Probar la serie de Gregorv 

3 5 7 * r 2*+l 

tan“'.r = jc - — +-—+ • • • = X H)'tt7 

3 5 7 ,>o 2,1+1 


b. Probar la fórmula de Leibniz para t 

£ = ,_! +1-= ¿ (■')" ¿Ti 

4 3 5 7 9 „*o 2n+l 


Elución 


Nuevj 


uniente, en la serie geométrica 
1 + .r + x : 


1- 


•+* + x J +4 , +. + 2/ 












3 5 6 

tan -1 * * = 

Pero, para x = 0 tenemos tan"'0 = 0 => 0 = 0 + C => C=0 => 

00 „2/»+l 

t*r'*= 1 . 1*1 <1 

00 J 

b. Si en Ja serie anterior hacemos x = 1 se tiene Y (-1)"- -. Esta serie n 0r pI 

„ =0 2/7 + 1 * F 1 

criterio de Leibniz para series alternantes, converge. Luego, por el teorema de 
Abel, 

y = tan'l(l) = Lim tan~'( 1) = ¿ (-1)" —1— 

4 x -» I n = O 2/7 + 1 


/OBSERVACION. 1 La fórmula de Leibniz anterior puede utilizarse para hallar 
aproximaciones de /r, sin embargo, nos encontramos con un fuerte inconveniente 
Esta serie converge muy lentamente. En 1.706, el astrónomo y matemático británico 
John Machín (1.680-1.751) descubrió otra fórmula, llamada la fórmula de Machín 
Ja cual converge más rápidamente: 


j = tan _, ( 1/5) -tan-'( 1/239) = i-iílj +... 


J_ 1Í_L) 3 

239 3^239J ' 


En 1.914, el matemático hindú Srinivasa Ramanujan (1.887-1.920) descubrió la 
siguiente fórmula, llamada la fórmula de Ramanujan: 

1= y (4/i)!(M03) + 26390/7 
71 980 í n = o (/7!) 4 396 4m 

cufdTr„o S X guedetóRTr den, ° fÓrmU ' a ** hallada ' J unta c °" «***. - ««os 

_ q J° Ramanujan a su muerte, acaecida tempranamente. 


¿SABIAS QUE... 


Escocia G c1a^añoí 163 , 8 Cerca de Aberdeer >- 

Leibniz. Fue uno 2 ,n >' och ° V* 

mi,ó la UniZsfdad fT? 0 ™ M Cá ‘ CUl ° En 1664 

temporada Fue Dion * adu . a ’ llal>a - donde pasó una 

^aZyíZiaZZiel^í T*°, * 

Taylor 40 años ames que Taybr COn ° dd ° SeHe de 




c nue vino en un iux, con placa 1 720 , le c, 

iS “nrianc¡a. Ramanujan emocionadamem? “ “> "í-aZ” 
‘*¡^,1.729 es un número 

1,0 nuede expresarse como la suma de dos ZT Por 1<« él „ 



Solución 


M<i 

b. 

■-i? 

m _v 

n*l 

P?*- 


GO 

Pero, £ desuna serie geométrica cono = r = x . Luego f x 


1-x 


Luego, 


dx= y , derivando. = — L_ ^ ^ )= £ _ 

J * 1 O '*) 2 A) Q - tf - 


0 


o-*r 


b. Tomando * = — en la parte a: 




n\ 1/2 


» = 12" A UJ (1-1/2) 2 


OPERACIONES ALGEBRAICAS CON SERIES DE POTENCIAS 

Las series de potencias, al fijar un valor para la variable, se convie ^ 

C húmeros reales En consecuencia, las series de 
Propiedades lineales enunciadas en el teorema 9.4, as tua £ n términos mas 

* suman o se restan término a término, como si fueran polinomios. En temí 

Precisos: 


















Capitulo 10 


Series de Potencias 


« - ,, c VAjt" convergen absolutamente para I x I < o 

. yc « 

„?o K±A> ” a b solut anie n te 

pan, lx¡<* y * cumple que: 

c/fx) = c ¿ a.x" = ¿ c(a„Jr”) y 
« =0 *-0 

/.v)±í(.t) = ¿ “„x" ± ¿ *„*' = ¿ (fl„ ±b„)x" 

„ - 0 n = 0 n = 0 


En el ejemplo 3 se probó que 


* 2 * 3 * 4 

ln(I+x)*X-y+y- — + ... (1) 


Esta fórmula tiene la desventaja que converge muy lentamente, por lo que no es 
apropiada para calcular los logaritmos de los números. La siguiente serie es más 
conveniente para estos propósitos. 


¡EJEMPLO 7. 1 Construcción de una tabla de logaritmos. 

a. Probar que In f —) = 2 íx+—+—+— + ...1=2 f 

U-*J 1 3 5 7 J „ = 0 2n +1 


b. Probar que esta serie nos da 

i„2=pr 3 ,/,ns 


c. Comparar la aproximación de ln 2 con 5, usando la serie (1) y la sene b. 

Solución 
a. Tenemos que: 

ln “In(l+x)-ln(l -x) y 

ln(lfLfl + , .y,-,** , . . 

2 3 4 * ^ (-1) M <! 

n = | ti 

ln(l-x) = _^_£Í_£Í_ _ v- x " , , 

2 3 4 -•••—Z—• M <1 

Luego, Hm 1 


x + x3 ,* 5 x 7 

r r + 7 + T + 


l = 2 I 


2/i +1 


I<1 



En cuanto a la multiplicación, las senes de potencias se multiplican también como 

los polinomios. 

Si ](x) = ¿ a„x" y g(.v)= ¿ b„.v" convergen absolutamente para |r | <R y 
= 0 n » 0 

c. = oo¿, + o t 6^i + «A-j + ■ • • 

entonces ^ c^.v" converge absolutamente a ' 


Iv' 

«o / 


-I*/ 

«•0 















Capítulo JO Series 




088 

S por medio de multiplicación de senes de potencias hallar | 0s r 
primeros términos de la sene de potencias de la función CUa, 'o 

//(*) = ^tan-'ar 


Solución 

Sabemos que para ¡x /< I se tiene. 


tan~'jr = x -~+ £_¿ 

3 5 7 


Luego, 

%x) = e x tan- , x = (l -hx+ j-+ ^~ + - . )(*~y + y - ÍL+ > < ^ 

£/ resultado se obtiene como multiplicando polinomios. Para obtener los 
términos del producto h(x) = e* tan" 1 * es suficiente multiplicar los 4 p r rimer ° s 
términos de e x con los 2 primeros términos de tan" 1 *. Esto es, pr ' meros 

7 1 


1 + Jt + —+ — 

2 6 


r 3 v 4 

*+**+—+— + . 
2 6 

v 3 4 


Luego, A(jr) = tan -1 * = * + * 2 + £_£_ + 

6 6 


para |*| <1 


[EJEMPLO 971 Poi- med.o de división de series de potencias hallar los tres primero 
términos de la sene de potencias de la función 


d(x) = 


tan" 1 * 


Solución 
Sabemos que: 

i v 3 5 

tan" 1 * = *_£_ + £_ 

Como 

suficiente dividir ios 11 ^ UaCi ° n ’ para obtener los 3 primeros términos del cociente, t 

Orminos del denominadorísimo eT térmm ° S del numerador entre ,os 4 P rimerc 


Y * 2 V 3 

ef = I + * + — + — + . 

6 



-x -r + —+ , 
6 


PROBLEMAS RESUELTOS 10.2 


[PROBLEMA I.] Hallar una representación en series de potencias de las funciones 
a y = e - x b. y= e~ x 

Solución • 

j- f* i- se tiene: 

a. Sustituyendo x por -x en ^ n , 

_ f (Z5Í » ¿ (-1)”^. para todo xa R 
^ n! n »o ^ 

„m0 

. 2 uQf x en la representación e : 

b. Sustituyendo * P „ *> m 

, £ = f (-l)"— 7 » para todo x e R 

= 2- /i! „.o n! 
























CptmlolO Serie. dePom*» ft<>() 

o„.„ funciones que son integrables; pero su integral no sc 

rZZXZ*- * '"' e S radón £|Ue conocemos - Una Unción de'cs'it 

encontrar ^ ^ , as (éc „¡ c as de integración fracasan por quc 

5¿Í no es una función demonial conocida. 

rí^TTRTFMXn La función error. 

HESSít^—J Ha||ar una representación en senes de potencias de la f unción 


error 


‘rAx) = ~r= í <r ' 2< * 

I X Jo 


\f~7r J o 

S °'“sabemos por la parte b. del problema anterior, que 


g-* 2 = £ , para todo .re I 


Luego, 


M = 


- * r T / 2 


V" 

—= 
ti 


„2/f+| 


-i» 2 í-ir- 

v „ _ q (2 n +1 )n\ 


I PROBLEMA 3. I Aproximar la siguiente integral con una exactitud de tre 
decimales (error < 0,0005) 




e~ x dx 


Solución 

De acuerdo al problema anterior tenemos que: 

= _L 

" =° (2/H-I)/?! fl 4" 0 2 2 " +1 (2 /í 


1 


i_ J_+J__ 

2 24 320 5376 + ‘ 


+ l)n! 


= °,5 - 0,041667 + 0,003125 - 0,0001860 (1) 

La sene es alternante y se cumple que q, t , < a „ y L ¡m «, = 0. Luego, por 

teorema 13.23, el entornes tal que \r„ | <q ntl 

los términos de la dererha 

condición de ser menor que 0 000* el menor de ellos que cumple con 

se obtiene sumando los términos es 0,0001860. Luego, la aproximación buscat 
términos anteriores a 0,0001860. Esto es, 


24 So*°' S ~0,04 1667 + 


ClP ' h,te « 


1 Potencias 
0 '°° 31 » = 0.46,45 8 



Solución 


3! sT + f 

• c °sh*« J + ** ^4 6 « = 0 (2ñTí>! 

® v-2" 




a. Tenemos que «enh,, 1 / 

y 

Je- 1 . r 2 .3 


= o( 2 «)l 


-+ ¿ + X* J 

2! i rf¿ 

21 3! -V 

b. Derivando la igualdad de la pane a- ? 5! --•< 2 » + W 

“*'■'444*'. 

4 - 61 „= 0 (2n)l 


| PROBLEMA 5Í1 Probar que: 


Solución 

Sabemos que 


1 * 1 

— T* X -(» + IX"+2Kn + 3>t" , 
(1-*) „=0° 


para \x\ <1 


I * 

-* !**• 1*1 <l 

I-J *»0 


Derivamos g(x) ~J~~ ieces: 


c¡^F* (,) 


Derivamos 


M'l* tres veces: 
*•0 


A 















-^óblemaTI Expresar las siguientes funciones como series de potencias: 

1 ^ x 2x + 2 

b. z(x) = —^- 

2x ¿ + 3* + l 


1 _ 1/5 es | a SU ma de una serie geométrica en la cuál a =- y 

a ' 5-x I-x/5 5 


2x 2 +3x + l 2x + l x + 1 1-(-2x) l-(-x) 

- i(-*Y + É(-r=É(-'r(2" + .),'- 


I PROBLEMA 7. | Aproximar la siguiente integral 

. 1/5 

& 


r 1,5 j 

f _ÍL 

Jo 1 + x 5 


Solución 


con una exactitud de seis decimales (error < 0,0000005 = 5/10 7 ) 


HT-npr &W-ÍI-V*- 

f ,/5 dx * r 5»+l1 ,/5 ao , 

Jo 1+x 5 5^nj o “ J< ? 0 (-1> "5 5 ** , (5n + l 



V? ‘'(I) s‘( 6 ) + ^ . 

“ 0,2 ~ 0 ’ 0000 '°666 + 0 , 0000 ' 

. ^ alternante y se cumple que „ 

serie c '■ -1 - 


1 5, el error R n es tal que I R n | < ^ « 1* S,* 0. Ut 

^nsaue el menor término que es menor 

V rap roXÍmaCÍÓn PCdÍda ^ ^ °' 000000! 

V& * „ 1/5 


f = 

J o l+* 5 


= 0 , 2 - 



0,00001067 = 


jjásSSÍS rrob.,_„^_ 

S» 1UCÍén - x n - . 

trrt= y ——=> /’(*>= y — = v x " 

,, ¿ — = — ln(1 -x).Luego, f(x) = -l n (i- I ) - 

fix) = ~ Jln(l-x)dx = _ [-x + (x-1)ln11 - 1 |] =x + (l-i)| n (l 


PROBLEMAS PROPUESTOS 10.2 


En los problemas de 1 

al 1 5, expresar la función dada como una suma de una 

serie de potencias, indicando el intervalo de convergería. 

Mx)=J_ 

jt-3 

**>-14.1*1 

x-3 „ s oJ 

tJU) = — 

3 + 2x 

i _ y ( _i)"i- r xM*l <3,í 

*>“ 33 '„?. 1 <" 

3 - Ax) = —L_ 

l + 4x J 

M*)l _!_ 

0t-+x) J 

i - y (-d" 2 ! "j j ’.I i I <w 

Rpta —-y " ¿V 
^ 1 + 4.x ¿ n=0 

i _ y ( -i)"(it+i^l , l <1 

























Rpta “TT = -1 --- 2 Z- n . M<1 


=-Z(- I )"( n+1 )( n+2 K.|^i<i 



x ¿ -3*+ 2 x 2 -3* + 2 

00 

13./*) = In(3 -x) Rpta In(3-Jt) = In 3 — £ (-l)"—, |, T |<3 

n = I «3 

* * na 0 ' í+1 

15. A x ) = í* 2- l)tan _l x Apto X f—L—+—| X | < 1 

„ = |Urt-l 2/7 + 1,/ 11 

oo . _ 

16. Probar que /r= 2>/l Y* (-1)”-. Sugerencia : — = tan 

«To (2/i +1)3” 6 

En los problemas de 17 al 22, expresar ¡a integral dada como una suma de una 
serie de potencias, indicando el intervalo de convergencia. 


R pta. - ¿ 4"' \ x \ <] 


Rpta f -1—, |R 
r?An\n ! 


(2n)n ! ' 


,osP'‘*" emaS / e * " 

fi* * seis c,/ral dec,ma,e5 ' ° **.JZZ <*■* <*, co „ 

^ Apio. Sj= 0,1973955 24 f" 6 queSl ^■ 

y 'Jo' + ^ ' Jo 'n? i W 

f* xtan'^^/a.S,^0,005145 26. f ln U~z*) 

25 ‘ Jo Jo ~~T^ dxR P ta ^ 0,015388 

j 7 .Med¡ante la representación en series de 1„ ^ $ 

Sugerencia: Seguir el ejemplo 7. ^ 

En los problemas de 28 al 35, probar que la suma de la serie dada es la función 

¡mRk I 


indicada. 

A X n — ^ + x + x + x + = L~l~l 

28- Z Q ( n + 2)! 2! 3! 4! 5! x - ’ P 1 » x e R- (0) 

oO Y^ n x ‘^ 1 b 

». I - T + T + T + • • = ~I ta(Hr) -p- w<> 


V-x-1 


30. 


2 " 2 4 6 2 
¿o 2n + . 3 5 2 l-x 


_ 1,.1+x 

s—- = X + —+ —-e. • .= - 

„, 0 2n + l 3 5 

Sugerencia: Ver ejemplo 1. 

?*" m 7 x ±*L + *L ♦...—hd-W.M*» 

2 3 

Ir 2 

-1)! 1 * = 2x 2 + 6x 3 + I2x 4 + • * 


eo 

31- Z 


n ■ 1 


32. ¿ nx 1 "-' = x + 2x > +3.v s + . • ■ = "V: 

0 ■ I 

ao 

88. a. £ n(n-l}v 


« - 2 


__ 

b. Probarque ¿ = 4 ,= " nl ‘' P 

a * £ n(n + Ox" = 2 .x + 6x‘ + 12* + * * (l-x) 3 





















Capítulo 10 


" n 2 + n _ g Sugerencia: x - '/a ew ¡a parte a. 

5. Probar que 2" 


x(l-hx) 


■ I *i<i 


b. Probar que £ — " 6 

„ = I 2 


’T' a, 2 !-" = r + 4* 2 + 9jr 3 +. • • ** ~ o 

35. a. 2- " (I-*) 

Sugerencia: x=Zi en la parte a. 

36. Probar que la fondón de Bessel de orden 0. J 0 (x) = ^ (>> 2 . satisface , a 

ecuación diferencial: x 2 J 0 M + xJ 0 (x) + x 2 J 0 (-0 = 0 

J/i+i 

37. Probar que la función de Bessel de orden 1, Mx) = 2, ~--- 

» = o 2“ (n \)(n + 1); ’ 

satisface la ecuación diferencial: x J\ (x) + x J¡(x) + (x 2 — \)J¡ (*) = o. 

00 f 

38. Sea y= £ x n ,f„es el n-ésimo término de la sucesión de Fibonacci, probar 

rt * \ n ‘ 

que la serie y satisface la ecuación diferencial: y" — y'-y = 0 

39. Mediante la multiplicación de series de potencias calcular los cinco primeros 


términos de la serie que representa a J{x) = 


= ln 0 + *) 


\+x ¿ 


: ln (1+*)- 


\ + x 2 


Rpta. x- -x 2 + -x 3 + -x 4 +-x s + 

2 3 4 3' 


SECCION 10.3 

POLINOMIOS Y SERIES DE TAYLOR Y 
MACLAURIN 


Los r POUNOMIOS DE Tayl OR y aproximaciones 

fondones elementales. EltarMiu» 18 ?* herrarmenta importante para aproxin 
fonción mediante la recta tanuen» ^ ,Zan 3 idea de ,a aproximación lineal de u 
em ° nCeS ' a reCUi ^8-^ al gráfico ^diferenc.qb'e en x - 

* Para pumos “foanos^a a.^tiené-^ 

U ecuación de la recul"^ + f ' (a)(x ~^ 

ecta tangente es el polinomio de primer grado 
P ' (x) = X«) + f\a)(x-a) 


^ Capitulólo Series de Potencias 

deriva^comddeT^el pumoxÍ!. Esto P ° l ' n0m ' 0 f #> * ™ respectivas 
Ah P ¿ a )=Aa) y /¡(o)= /'( o) 

ora, buscamos un polinomio />,(*) de grado n, tal que: 

.... ^. (fl)=/ C. (a) m 
-^2 -*'***-*'••■+'*-* 

P " (X) + 2a ' ÁX ~ 0 > + 3 a i(* - af +.. . + na-(x _ o) .-i 

P " W ' 2 '' ! * 3x2a i(í-n)+... + n(n-| iajx-ay 1 


■ 


/J " < " >(a) = + "(»-0(n-2). . .2-1 a. = n!fl. 

Evaluando el polinomio y sus derivadas en * = fl obtenemos: 

P.(a) = no, P„(a) =a,= I!a„ /> \ a ) = 2 „, = 2%, pj¡’ 
Considerando (1) se tiene: 

Xn) = o„, /’(a) = 1 !«,, f • • (o) = 2!a 2 , / <»> (a) = „ !a< 

De donde, 


(a)= n!a„ 


«o =Xo), a ' = ^¡p' 


_ /’*(») 


En consecuencia, el polinomio buscado es 

P,w = n„ + Y (,: ‘“) +£ r (l ' s ) ! + ' • ■ + ~ 1 (x~ay (2) 

Establecemos, por convención que: 

i. f‘°\x)=Ax) y 2 . 01=1 

Con estas convenciones leñemos que <,„=#„)= /%) = /^(o) y ^ 

polinomio (2) lo podemos escribirlo así: 

v/“ ,(a) ír al* 

P.M -1 ^7T (x ~ a) 

k -0 *• 
















&p mü.io *n« ***•”“ 698 

-ZXmcÍÓÍTI Si/nene » deriv*te en - Se llama polinomio de Ta >lor 

„.w„»deren o alpohnom.o: 


grado «de/en « al polinomio: 

.¿¿aw 

* .0 

Se llama polinomio de Maclaurin de grado «de/ al /j-ésim 0 
polinomio de Taylor centrado en o = 0: 


[EJEMPLO l7¡ Hallar 

a. El polinomio de Taylor de orden 0, 1, 2, 3 y 4 en a = 1 de la 
función J{x) = fn x 

b. La aproximación de ln (1,1) mediante /^(x) 

Solución 

$yw=hM => /ri)=in(i)=o / ^)f\x) = - => f ■( i) = , 

i x 

> / 'W=-p- => /•XD=-I /"X J r) = A=> f—0) =2! 

,3'V' , «=-4 => / 4, (l) = -3! 

Jt 

Luego, 

W=/I) = 0 

A(x)=/> <r (i) + ¿Jl =0+ i (jt _ ,j =(I _ 1) 


^x)= /. tW+ i_p (í _ 1) + ± (x _ ljF _ Cr _ 1} _^ (x _ 

HA-ha+LM c-- fr _,y + 1} 3 

“ (r ' * l * >~j(*-i) J + j-fr-i ) 3 


4! 



^Píhjlo 




Observar que cerr ^ 

'a gnifica de la funa„„ , 1 '« t*m de los pcl.nom.os 

b - lr > (I.I) = Pe(l,I) = 0> l _ ¿ 


(0,1/ 


L a calculadora del 


0,1 0,005 ' 0,000333333 - 0,000025 = 


autor Oice que ln(l,l)a 0,095310179 



se confunden 


0,095308 


= A X ) ~ P.(x), o bien j[x) = Pjj) + /?,(*) 

El resultado central de usar los polinomios de Taylor para aproximar la función 
que los generó, es la siguiente proposición, conocido como el teorema de Taylor. 
La forma que se da al resto R,(x) es llamada forma de Lagrage. 

1 TEOREMA 14.7 Teorema de Tailor. 

Si/es una función demable hasta el orden n + 1 en un intervalo 
abierto I que connene a a. entonces, para cada x en 1 existe un c 
entre a y x tal que: 

+ £!í)<*-«)-4r^'‘ ,2+ • • • + 4^ <J '~® ) ’ + *■<*>> 
/*■*"« 

donde /?.(*)" (j|+ i)j 


flx) - fia) 


Demostración 

Ver el problema resuello 6. 
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C ‘ p ... |l 3 ma d a desigualdad de Taylor. es de utilidad para 

^attrn^CtodparaP^rt.ue tt». = • 

[coRQLAR¡Q] Desigualdad de Taylor. 

sí |/ (/,+ | - ^ P ara todo * en *’ 6111011065 


Demostración 

J/ZMt'-i H- 


M 'x -a\ n+í , para todo jc en I 




(n+i)í 


I ¡/ (n+ 1) (C) 

(/z+1)! 




i n+1 ^ Af 


' (« + !)! 


^SERIES DE TAYLOR 

En la sección anterior, derivando o integrando series geométricas, hemos podido 
representas algunas funciones. En esta sección presentamos un método general para 
obtener ciertas series potencias, llamadas series de Taylor y de Maclaurin, para una 
función que posee derivadas de todos órdenes. 

El primer lugar, probamos que la representación de una función como series de 
potencias es única, es decir, los coeficientes de la serie son únicos y que estos 
dependen enteramente de la función y de sus derivadas. 

[TEOREMA 9.8 [ Unicidad de la representación por serie de potencias. 

Si una función/es infinitamente diferenciable y tiene una 
representación como serie de potencias, 

00 

Ax) = £ a n {x-a) n , para a-R<x<a + R , 

« = 0 

entonces esta serie de potencias es única y los coeficientes son 

. . n\ 

es decir, para * tal qu e a - R < x < a + R, se cumple: 

00 An) 

Demostración L ' 

Recordemos que por convención 


>° ! =* 

/t)- +a, r a)+a2(i ' a)2+fl3(A: ~ a)s+ • • • + • • • 

_ _ f ( ) ' + ^ - «) + 3a,(* - a f + . + 


■af 
na„(x - a)"" 1 + 



en a o 


[pTFÍ NÍCIQN.J 1. Se llama serie de Taylor de f 

alrededor dea, a la serie 1 

co A n )( n \ 

B ? 0 —< 


2 cenlTaVnT'o* M * hU,ln 3 

Í^x’ = m^x,LM x+ ... 


Observar que las sumas parciales de la sene de Taylor generada por / son los 
polinomios de Taylor de la función / Esto es, 5„(x)-PJ{x). 


JEMPLO 2.1 a. Representar a fie) = ¿ mediante su serie de Maclaurin. 

b. Representar a fie) = ln x med.ante su sene de Taylor en a = 1 

•Ilición 

Podríamos calcular los coeficientes de la sene hallando la de ? v ^ a de acuer do 
en x = 0, Sin embargo, no hay necesidad de hacer este trabajo porque, 
al ejemplo 3 de la sección anterior, sabemos que 

/= , +Jt+ ii + ¿+...= ¿ £.p»» ,odo)[ 

21 31 .. j a." ¿representación por sene de 

y> d e acuerdo al teorema anterior (umcida J ntenor es la serie de Maclaunn 
Potencias), la serie de la derecha de la 't ua , com nrobatlo. 
generada por f[x) = e\ El lector, si lo cree, pue 
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ín x *(x-l)~'z' x X) 3 ' /» = 1 

J apoyándonos en e. teorema da unicidad, esta sana potencias as 

***** 


r dice aue si una función/ de inicio ya tiene una representació 
El teorema anler '" d V repre sentación es la serie de Taylor. Si se tien 

.fiante una serie de potencian « r nllfl „„ n# , r A? Nn c,v m „ ro r+ 


representación 

*»• -- nnfí-ncias esa représenme*. —-- -ylor. Si se tiene 

mediante una sene-de po ^ ^ g |g funcjón que | a generó? No siempre. Existen 
una sene Ta y'° '<£ dl * er e nc i a bles cuya serie de Taylor no converge a la función 
(tinciones '" finlla ™ sigu jente teorema nos dice cual es la condición que debe 

cumpldse 3 paraTa séric de Taylor représenle a la función. 

pfmREMA 10.9] Representación en series de Taylor. 

Sea /una función que tiene derivadas de todos los órdenes en 
un intervalo que contiene al punto a. Entonces, para cada x en el 
intervalo, 


® A") 

flx) = ¿ ^—(*-«)" <=> 

/. = o n - 

Demostración 

De acuerdo al teorema de Taylor tenemos que: 

A*) =A») (* - a) (x - o) 2 + . . 

= W+ *„(x) => PJf) = fix )- «„(x) 

Teniendo en cuenta las sumas parciales de la serie Taylor son los polinomios de 
Taylor P n (x) tenemos: 

® ji") 

= n L l"!o "‘jl [ /( *> - *.M] = X*) - Lim 


Lim /?„(*) =0 


+~^(x-a)" + RXx), 


= 0 

Luego, 


V /*’ 

L —-to-a) =Ax) O 

n = 0 n - 


Lim R n {x) = 0 


1_Ü5AJ Para probar tl^Lin^ R n fr) = 0 , será de utilidad el siguiente i 




Soiucié" 
a ge tiene 


A0) = 0 


r W'cosí, ^ 


JW>»1 


J[x) = sen X. 

/•■(x)=~senx => /"(O) = 0 r-, , 

. . W-cosx 

En las derivadas sucesivas siguen el esquema: 0,1, 0 , 

En general, se tiene que: 

/< 2 ")(x)=(-l)" sen x => / (2 ">(0) = o y 
y< 2 " +l) (x)= (-l)"cosx => / (2 " +l >(0) =(-i)" 

Luego, la serie de Maclaurin generado por sen x. es 

.= ÍH)-üL 

... (2»+l)l 


„2n+l 


x 3 , X 5 x 7 X*' 

--H-— -+ . . . + (-1-- 

3! 5! 7! ; (2n+l)! 

b. De acuerdo al teorema Taylor, tenemos que 


r 3 x 5 x 1 r" +1 

sen*-*-—+ _ - _ + + . . .+ (-1)"--- 

3' 5! 7! (2n+l)! 


R^l donde 


«>+l(x) ; 


(— l)"*'sen (c)x 

(2n + 2)! 


>+2 


Como, | sen c | < 1 , se tiene 


|% + i(*)| = 


(-ir'sen(c)x 


2n+2 


(2n + 2)! 


is^jixniciiTL 

( 2 n+ 2 )! (2n +2 )'- 


Luego, 


I x i 

o < Lim |% t |(x)| < Lim 


i2a+2 


= 0 => Lim R„(*) -0, V x £ R 

(2n + 2)! 

En consecuencia, de acuerdo al teorema anten 
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1_Ü5AJ Para probar tl^Lin^ R n fr) = 0 , será de utilidad el siguiente i 
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a ge tiene 


A0) = 0 


r W'cosí, ^ 


JW>»1 


J[x) = sen X. 

/•■(x)=~senx => /"(O) = 0 r-, , 

. . W-cosx 

En las derivadas sucesivas siguen el esquema: 0,1, 0 , 

En general, se tiene que: 

/< 2 ")(x)=(-l)" sen x => / (2 ">(0) = o y 
y< 2 " +l) (x)= (-l)"cosx => / (2 " +l >(0) =(-i)" 

Luego, la serie de Maclaurin generado por sen x. es 

.= ÍH)-üL 

... (2»+l)l 


„2n+l 


x 3 , X 5 x 7 X*' 

--H-— -+ . . . + (-1-- 

3! 5! 7! ; (2n+l)! 

b. De acuerdo al teorema Taylor, tenemos que 


r 3 x 5 x 1 r" +1 

sen*-*-—+ _ - _ + + . . .+ (-1)"--- 

3' 5! 7! (2n+l)! 


R^l donde 


«>+l(x) ; 


(— l)"*'sen (c)x 

(2n + 2)! 


>+2 


Como, | sen c | < 1 , se tiene 


|% + i(*)| = 


(-ir'sen(c)x 


2n+2 


(2n + 2)! 


is^jixniciiTL 

( 2 n+ 2 )! (2n +2 )'- 


Luego, 


I x i 

o < Lim |% t |(x)| < Lim 


i2a+2 


= 0 => Lim R„(*) -0, V x £ R 

(2n + 2)! 

En consecuencia, de acuerdo al teorema anten 





















>. • ■ ‘ Í,gS(-fJ 

ión 

Podemos seguir el camino de calculas las derivadas de sen x o eos x y 
evaluarlas en —, etc. Sin embargo, contamos con un camino más corto. 

a. Usando la identidad sen x = eos (n/2 -x) = eos (x - 7 dl) y el ejemplo anterior: 

i eos X - sen (idl- x ) = -sen (x - n/ 2 ) y el ejemplo 3 : 


COSX= - x-1 




Ca PMom O 

^PLACACIONES DEL TEOR£\^ * nesd e Cencías 

taylor v De Aseries de 

Mediante ejemplos mostramos diferentes apl icaci0 


■ __ _, y de las series 

[ÉJÉMPLÓAJ Aproximación con teorema de T ay\ or 

Hallar el número de términos de | a J a 

que se necesitan para aproximar a r , . 

0.0001. Hallar esta aom„ m ™! * V e * ' m con „„ ™ ~ e 


1 erT or menor que 


V + + 

i=\ + — + 


esta aproximación. 

Solución 

, De acuerdo al teorema de Taylor, tenemos. 

2 i 31 ■ • - +S »W y JWx)=¿IülV) 

(n+1)! ’ con c entre 0 y j 

Pero, / ( " +,) (c) = e c • Además, si x= \a, entonces 

J« = 1 + i + íl^íl+flí?t + a. j ( lY * 1 

2 2! 3! " (n+lj'.UJ , ' ><c<]a (') 

Pero, 



: ’°nes de\ 


te orema \ 


0<c< 1/2 y 0<e<4 1 = e°<e c < e 1 ' 2 y q< e >* <4 ni <2 

=> 0 < i < e m < 2 . 


R n ( 1/2) = 


1 


Ahora, hallamos n tal que R n ( 1/2) = 
1 _ 1 


(n + l)lUJ (n+D’UJ " r l (n+l)!~ 2 "(n + l)! 
1 .. 1 


-< 0,0001 = 

2" (n+1)! 10 000 


■ o 10.000 < 2"(n+l)! 

2 n (n + i)! 10 000 

Procedemos por tanteo: 

Si „ = 4, se tiene 2*(4+l)! = (32X120) = 3.S40< 10.000. => - = 4 no cumple. 
Si „- 5> se tiene 2 S (5 + .)! »( 32 X 720 ) = 23.140 > 10.000 =»- S »^ 
El número buscado es n = 5. Esto es. una aproximación para 

error menor que 0,000 1, es s 

VI..»., 

2 2 ! 31 

1 | 1 . 1 + J_ s 1,648697917 

= 1 + I + i + « 384 3840 

. r ~ I 1271. Vemos que 

La calculadora del autor da V e ~ L 6 * 

< 0.0001 
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j v 5 x 7 + £_ cuando 0<x < —. 

..«-H» *"* 9! 

So, “ C " > " , m hlcnia de dos maneras. 

Resolvemos el pmb rfc scrics all ernantes. 

Método I. Con criterio * a , tern ante. Veamos que esta serie cumple l as 

U serie de Maclaun" *¡¡*^ de , M senes alternantes. 

**‘“*“""7* , M-liH-i. 

„ ««*, u «. «— *— *"**»■ ,J ” - W ' V- 1 » 

2 .SiO<x<f y rt*l.«« e " e: 

i- < 2 l 0 £rL< «!±l>lox<» + l 
^ ^ n+ i)| n! x n **! 

Pero, x < n +1 se cumple siOíx < | y «S I. Luego, a, *, (x) < a„(x) 

En consecuencia, al aproximar sen x con los cinco primeros términos no nulos, 

/ x _ | X | N 

como se indica, el error es, alo sumo, a u (. x ) — 

Pero, 

0<x <-.=> 0< -Lí-!— = —< ^- 2 - - s 0,00000356 

~ ~ 2 II! 11! 11! 

Esto es, el error cometido con esta aproximación es, a lo más, 0,00000356. 

Método 2. Con el teorema de Taylor. 

En vista de que los términos de grado par de la son nulos, nos conviene ver la 
aproximación dada como 

jc 3 x 5 r 7 r 9 v 10 

senx » x~ —K — - £_ + ¿L -m\ x 

3! 5! 7! 9! ( } 10! 

De acuerdo al teorema de Taylor 

V.* 5 x 7 x 9 


tabla para y 


= sen x. 


senx « *---+ x x , x y x 0 

3! + s'tí + 



0,00000356, 

El resultado de este ejemplo nos dir, 
aproximación dada, nos proporciona cinco Pa ? cual< ' u ¡er * e [0 *m , 
argumentos de simetría, los valores q ue se “ exactos - Aún más ís' a „do 

ser usados para hallar los valores sen * para se " > en [0. ,«), puei ° 

-permite determinar los valores en todo * penod,c,d »d de la función 

[E JEMPLO 8.| Aproximación de un valor trigonométrica 

Aproximar eos (93°) con una exactitud de 6 cifras decimales. 

Debemos trabajar con la serie de Taylor de v = eos r <-^a ■ , 

notable cercano a 93°. Este ángulo notabíe es 90°. La medtda de estos £gL“eta¡ 


ser dados en radianes. Tenemos que 90° = — y 93 ° = II iT 

2 60 


eos X = 


De acuerdo a la parte b del ejemplo 5, tenemos- 

-KHBHHKKHÍ-- 

_ . 31 

Tomando x = — n se tiene 
60 

Cos(93->) = Cos(3W60)=-¿ + l(¿) + ... 

= - 0,052359877 + 0.000023925 - 0,00000000328 + 0,0000000000002 

Esta serie es alternante y es fácil ver que satisface las hipótesis del criterio de 
de una serie alternante. Apliquemos este criterio. 

es el tercero. Esto es, 

JLÍ *.V = 0,00000000328 < 0.0000005 
Luego, la aproximación de eos ( 93 °) con 6 cifras decimales es: 
r rotoy /T + ' I —) = - 0,052359877 + 0,000023925 

Cos(93 >~~m TiUoJ 















| EJEMPLO 10. 1 Antiderivadas no elementales 

Í .T ^ _ | 

o 1 

Í 0,5 COSJt-l 

- dx con un error menor que 0,00001 

o ^ 


cosi = i-i_ + £_ _ *_ + x_ * 

Luego, ' 4! 6! « ‘ V» 
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yln~\ 


X 2! 4 i - 

O! oí • • . í —l\fl* 

fm - f rr , , 5 , »■».••• y 

Jo ‘ U“í + rH -...(.víi i 

J / , **t 

2(2)1 . . 
"£<-v-¿L_ X(2nW " 

b. Teniendo en cuenta la parte a tenemos" ll(2 " W 
f 0S cosxM ( 0 , 5)2 (05 < 

Jo * 2(2)! + 4 ( 4 ,, 

=-0,0625 + 0,00065.046 - 0,000002!7 % ™ 

Ahora, aplicamos el criterio de anmv 

que el error de aproximar la suma deunaserilaj!' U " i ‘ Se " e ahemimte ’ dice 

el valor absoluto del primer término cuntido . Tenemos quT “ me " or que 

(0,5) 6 _ 


Luego, 
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= 0,00000217< 0,00001 


f° ,5 cosx-l _ (0,5) 2 (0,5) 4 

J o r dx ~~~~¿~ + -^~ =-0,0625 + 0,000651046 = -0,061848954 

El valor que da Derive es para esta integral es -0,061852556315 y se tiene 
0,061852556315 - 0,061848954 = 0.00000360231 < 0,00001 


1 


PRORl FMAS RFSITI TOS 1QJ 


1 PROBLEMA l.| Probar que 
sen : .v = x* 


! /+ !/-...= ! (-r 


45 


(2n)l 


-O0<X<=0 


Solución 
























í PROBLEMA 3. | Representar a J[x)= - con su serie de Taylor alrededor de a - 2 

Solución 

1 00 

Teniendo en cuenta la serie geométrica - = V x n , se tiene: 

1 -* „=0 

I- I I 1 

x 2+(x-2) 2 J x-T 

— I 2 > 

[pro blema 4.[ Representara sen* como series de Taylor alrededor de - . 

Solución 
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(Hr f .O. CiP " U,01 ° 

—— ^ « « o (2w+iy.\ * yl 


IPROBLEMAXI Un, , unclón 

Se » la función^) Je-" 1 . Sl IíQ 




Probar 

Solución 

Se prueba que: 

/ W (0) = 0,V„>0. 

Geométricamente, este 
comprensible debido a que W 

función es muy plana alre^K^ la 
En consecuencia, la sene de Mac.aurin de/es: 

f / ( >) „ ft ' * = ° 

n! * -° + 0 + 0 +... + 0 ..., 

Esta serie nula coincide con f sólo en x = 0 v nnr ♦, 
ningún intervalo abierto que contenga a 0. ’ ’ no represen,a a / OT 

La prueba de que / w (0) = 0, V n > 0, no es simple. Como muestra probemos 
que /'(O)-0. Para la prueba /'(0)=0, / *(0)= 0, etc. se srguen los mismos 
pasos. Al calcular estas derivadas, nos encontramos con formas indeterminadas, las 
que se salvan mediante la regla de L’Hópital. 


/'(0)= Lim ^ x) - / ' (0) = Lim e -^—= Lim -L_ 
* 0 x - 0 1 -*0 x xo „l/x 


T . 1/jc . . 

= Lim -r = Lim 


-1/x 2 


i - r = Lim - - -- 

0 e l/x J x-sO e Wx (-2/X 3 ) 


(L’Hópital) 


= Lim —-—z -0 

x —► 0 2 e 1/jc 


[PROBLEMA 6.[ Demostrar el teorema de Taylor. 

St/es una functón denvab.e hasta el -ta -+1 «<££ 
abierto I que contiene a a, entonces, para cada x en l existe 

entre a y x tal que: 






































, e í/*)"ír+o! 

don* , 

definios una nueva funcón: 

Mí) ~A X ^ \ 1 • . 

*■ ^ (t ) f se tiene: 

ruando ^ = ^ * /">(«) , .n , R M (* ~ a )' ,+ ' 

Recordé f , ^+LJ^(x-a) 


g(o) s W' 


=/*)' 






=x*)-K« 

Por otro lado, 

ífr)=X*)-[/W +0+0+ • • +0+ 0] =0 

L« función g(/) cumple las hipótesis del teorema de y 
Rolle en el intervalo [a, x] ó. [x, a ]. Luego, exis 
c entre a y x tal que g'(c) = 0. 

Pero, al derivar g{t ) respecto a /, la mayoría 
términos se cancelan telescópicamente y nos queda: 

n\ {x~a) 

Tomando t = c, obtenemos: 

0 “ *'( 0 = ^0%,-cf +W(n+l) (X ~ C l" +l 



De donde, 




Rpta. P 4 (x) = 2 + i( x _.v 1 

64 * 4 


2. ./(*) = sen x, a = 7ríQ> 

Rpta . P 4 (x)=I +^lf U _\2 r— 

2 ^íhhl-l-iUL.v 

En los problemas del 3 al 5 , e Sf ¿ mar ... 4& V 6J 

aproxima la función dada con su nnhl * m * xim ° ^or que se r nntot 

d intervalo indicado. P ° lmo ”"° * ^ * orden aZZdorTa e 

M ,) = cosx, n = 3, a = o H , 2 , 0 >21 

4. /M = sen*, n = 2, a =- [0 ,„ 4 ) ^ ^ 

5. /M = V* , n = 3, a = 4, [4,51 „ 

J 11 Rpta. 0,0003052 

En los problemas del 6 al 16 use series ya conocidas 
dada con su serie de Maclaurin. Hallar su hueñi de conZgenda '“t’"'* 0 '' 


6. fix) =xV* 

7. f{x) = x sen 3x 

8. f[x) = sen ( x A ) 

9. /(*) = cos >/* 

10. fix) = ln (2 + a:) 


Rpta. £ -„<*<. 

_ _ a n! 


H.JW 

12. /(*) = a' 


1 

«W 


i * 0 


* ->2n+l 

*P‘°- I (-l)’-f—-a 1 " 2 .-*><*<« 

n =0 t 2 " 4 ^ 

ftpla. V -———i 8 "* 4 . -tc<x<a> 

00 /_i\B+l 

Rpta. In2+ X — x ” 

. = 1 nZ 

Rpia.Í(-l)'^ U AA<\‘\ 

»- 0 a , 

r _ ta <1 

Sugerencia: a -e 

y (Infla n _ ao<T <oc 

ty'* * “ 2- n i * ’ 
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2„ = ifl +cos2x) 

Sugerí COSX J 

- .. 2 r 2 " - 

Rpw. ' + ¿ < " l) ( 2 «) ! 

A J»- y x’-'.M <1 

Rp» 2 - • „ «o 

n <0 

1 1-x _ 1 _ x_ 

Sugerencia: j_ x 3 1-x 3 1-x 3 

„ ^ (- 1 )” r 2« _ oo <a; < oo 

iíüi, siJr/O Rpto L o„ + \)\ 


• r jO y H^- r 2 ”' 2 -°o<x<« 

n = 1 

1 /2, si* = 0 

«.««i. »—r»>—’JW- T ”'” 



«.m- 1 *" 

18. ,/W =«■,«=>• 


3 +6(x -1) + 3(x- I) 2 + (x - 1 ) 3 . -”<*<« 


, x _ I +(.T"I) = a(f X 

Sugerencia: e - e ^ 

CO<X< «3 


«S7*“ 

n =0 n • 

Sugerencia: eos x = eos [s/3 + (x - ®3)] 

, , > y Hlf x *f - VJ y IllL f x .£Í 
P 2 „?o ( 2 «)il 3j 2 ¿(to + l)! I 3 J 


-00 < X < 00 


20 . /íx) = sen x, x = —. 

4 


Sugerencia : sen x = sen [;z/4 + (x - ni A)] 
ir) 2 " Ji " ' "" ' - x2n+l 


Rp , a ñi£vi x -*r+ñ f ±vj x -!l 

2 „-o ( 2 «)! I 4 J 2 ,4'o(2»i + l)!l 4. 


, -oo<x<oo 


En los problemas del 21 y 22 al multiplicando o dividiendo series hallar los tres 
primeros términos no nulos de la función dada es la que se indica. 

21 . J[x) -e’cosx = 1 + *- I x 3 + 

3 


22 . J[x) = tanx=x + I x 3 + —r 5 + c sen x 

3 15 * + “* ^gerencia: tanx= ilüi. - 


sen x sec x 
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En los problemas del 23 al 2S ^P^loio Serie SdeP 

potencias, indicando el intervalo d ^ Presar '« inteemi a , 

r * C ° nver gencia. dada “mo una serie de 

R pto jr — 

"' + C, -«<,«. w 


jsen x 2 dx 

Í sen x 
— 


í 


R pta y _ (-i) n 


25. I x eos x dx 


o< 2 » + lX2 n + i )! Jt "*' + C, 

«p<o y __Mr , , 

. .-.o( 8 n + 2 X 2 n)'/” + +c *“®<j[<oo 

K . 

ma ' es - (error < 0,00005) 

Rpta 0,1-Í2i!¿ + (0,1 ) 3 

2 3 = 0,09533 

27. Aproximar sen 3 o con una exactitud a 

exactitud de cinco decimales. (error < 0 , 000005 ) 

Rpta 

UoJ — ~ 0 ' 5 


3.5234 


Sugerencia: 58» = 60" - 2“ = jfl - 


RptaH+l [-1_)-£L{ lí <rV „ 

2 2 U 0 J 4 V 9oj ~T2\,~9oj = ^’® 4 ® 04 


29. Determinar el intervalo con centro en 0 en el cual la aprobación siguiente es 

3 

exacta en tres decimales: senx =x~— Rpta (-0,56%,0,5696) 

30. Determinar el intervalo con centro en rfl en el cual la aproximación siguiente 
es exacta en cuatro decimales: 

cosx-i- ^x-yj- ^(^-0,0669,71^ + 0,0669) 


J* sen x 2 dx con un error menor que 0,0001 Rpta 0,041480648 

f eos síx dv con un enor menor que 0,0001 Rpta 0,32433 
J 0,5 

33. Aproximar f con una exactitud de cuatro decimales, (error <0.00005) 

Jo v* Rpta0,62056 


31. Ap roxima r 

32. Apr oximar 








El nombre de serie binotnial viene Hrlh- 
numero natural, entonces se cumple ,nom, ° de Newton, que dice que si m es un 
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Ca Pttuloio St» 

(a + b) m = cT + mcT < b + m(^, _ ^ ’ nes de Pokenc »s 

Si hacemos « = lyi = Ii ob 3! “"'V + ... + y 

número finito de términos. Esto ¿Ti a “Pasión dada ™ , 
desde n = m + 1 en adeiante, se “u.t * ^ W «r „ ZtlZu» P ' r ° » 

El teorema nos asegura 1 * „ ’ os COefic, entes 

»_. 6 d la convcroPT.n,. . 


’ a, 'uian. • ” w ‘ un natural loe V " 

El teorema nos asegura la con COefic,ei 

La convergencia en los extremo,^»*; '« señe en «, intervalo * 

Si m ^ 0, la serie converge enx = lyen ' 


prueba que: 


I EJEMPLO 1.1 Probar que 


Solución 


'Tx + x - l+i x -1 Ji , i •> c 

2 % x + ‘«-*Hr»i¿±^<2n-3) „ 

2V) ¿ + ’~ 

=1+ í*+i(-ir‘ i±5ws»-3) 
o también, " = 2 

' /T ^ =1 + T I + Í(-ir' l±Lt^=Rj. , 

n = 2 2-4 6-.„-(2n) ’ l 1 ! - 1 


Tenemos que V~T+x= (1 + *)'“ [ 1/2 j =1) [ 1/2 : = i Lueg0 

2 2! 3! ¡i * 

n! 

, , I 1 i 1-3 3 1 3 5 4 13 5 

“1+—JE —r-¡r+-r- x — -j: ...+ (-l) -- 

2 2 2 (2!) 2 J (3!) 2 4 (4!) 2" 

onsecuencia. 


En consecuencia 

/m=i + i í+ ¿(-ir 1 ‘• 3 ' 5 ;^ , 1*1 - 

2 „ty 2 (n!) 


= 2 L 

A otra expresión de la serie viene de la igualdad. 

•3-5 ... (2n-3) 


1 * 3 • 5 •- (2/» -3) _ l-3-5-...-(2w-3) = 1-3 • 5-...-(2*1-3) 
2"(l-3-5-...-n) 2-4-6-...(2n) 


2 V) 




135(2n-3) 


































<*•**> **•*""*” . „su serle de Maclaurin a la función 

S» ludÓ "_ ~r.. % /H* 5 "- 

S¡+*’'T M} * x el problema anterior, obtenemos: 

Lu . g o,re m p.^— r í' n (35 . . (2 „_ 3)r , r l |, 

~-rw W. 



Solución 


r _ „ I f-, „ t , 14-9,..(S n -6) 

b.Probar: f32+x- 2 + gg x 2 5 " -1 
Aproximar ^33 con una precisión de 4 cifras decimales. 


>1/5. f í 1/5 


a. yiTÍ = (l + x) l/5 = £ 

1.-0 




ÍHJÍHH,. 

5 2! 3! 

JG-frHH ., 

-i x t. . , 


_ i , 1 1-4 

- 1 + -x- 


ix-4^-x 2 +-lÍ- r J + +r n -il-4-9-... (5n-6) 
5 =’(*) — ■(,,) 




* 1 + -jt + J (_iy» + i ^ ^ 9 ... (Sm-6) 

5 n • 2 J 



^mplazandoxpori^,^^,^ 


en la nai-t#» ? 


V32TI-2Íl + ¿Y 5 ,r ,, . *»>*****» 

\ 32) *2UÍ(ílV* 

, L HszJ+SNir'liSwgj-Q/ 
_2+ io* + S(-ir'li»w(5«- 6 > 5 " W) I 

c. De la parte b, tomando ( "° 

* ‘-«e tiene; 

>/"33 = ZÍ32 + \=2+ 1 v' 

= 2 + -i_ 4 1 

„ 80 Z 5 ^?^!) ~ 2 + ( M>125- 0,000015625 + 

Como buscamos una aproxima • 

2 + io =2 + 0,012 5 = 2,0125 


^PROBLEMAS RESITF 1 Tnc 10 4 


(PROBLEMA l.| Probar que: 

«• 7 =° 1 + £H n ^ s ; ( 2 "-V ,|x|<i 

, ' /1 + * n = l 2"(n!) 


b- (-.)"il 35 • (2 "- 1 ) x- 2 ,1x|<I 

V I + * 2"(n!) 


1-3 5 ... (2x.-J) j2 n 


-l+Z (-<!*“= 


l-x ¿ „Ti 2 (n!) 

Solución 

.jmHxiH 


»■ J [ »(1 + x)' , ' 2 = 1+1-41*+ 


f (-T> 


3! 























720 


13-5-...-(2n-U_ 1 3‘5...(2n -1) 
2’4-6*...-(2rt) 



. £ \-3-5:.,(2n-V* 2 " +> , _ i ^ i 
,e " 2-4-6-...(2n) 2n"+í ’ 1 ^ 


Solución 

Teniendo en cuenta la parte c del problema anterior: 


= r * 

Jol 2 2-4 


^ 1Q.5.....(2 n-X) ^ 


2-4-6-...(2n) 


> 


„2/i+ 1 


= i+i—+-LÍÍ1 + ,. , j_-3 S ... (2 H -Ux 2 
2 3 2-4 5 2-4-6-... (2b) 2n + l 


< 1 


oo 

-* + I 

n = I 


l-3-5„..(2«-m 2 " tl 
2 4 6-... (2n) 2n + l 


Solución 


i serie de Maclaurin ázj{x) = 


-p' 1 , hallar/ <6, (0) 

V l+jf 2 


Reemplazando -t por r CT la par1e 


del problema resuello 1, tenemos: 



I 
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« Píhll °io . 


/*"(») -, lyl.V ’ <l * 1 tC>K, 

luego, ' (2 ~y (-0 -^Í^I) '■'« (SriT* 

^ n {n\) 

Pero, en / *( 0 )» leñemos que 6-2n — 

/ 6) (0) - ( lV . 1-3-5 ^"' Uu 'ío, 

(6)! ’ 2\3!) =* A0)=, nJl3 . 5 

^C5> ( ®>=-22S 


lstrit bi»o mij| 


[PROBLEMA^] Probar el teorema de la 

Si m es cualquier número r éa|' y , 

(1 + x)" = 1 + mx + «^zata-i, 

Sp . Ji" 


Solución 


“-WHTJ-Cl-aafcaL..^, 


i 0 1. Hallamos la serie de Maclaurin de ^) = (1 +x) . 

J[x) = (\+xf 


f'(x) = m(\ + *)”-' 


/ "(x) = m(m - 1)(1 +^)"‘ 2 

v*/ 

/"(0)=m(n-l) 


/"(O) _ «Km-1)_ | m 



/ '^(x) = m(m - 1) ... (m- (n -1 )X1 + i)*'' =>/ "(0)= m(m - 1).. ,(m - n +1) 

p"\0) _ = [ m 

^ n! » ! 

Luego, la serie de Maclaurin de /(■>') = (1 +Jt ) es 
Veam °s el intervalo de convergencia de esta sene. Usamos el test Je |j 





































< i y diverge si |* | > ^ 


Luego, la aerie converge « - # ^ + ,)" Es , 0 es, 

Paso2 . Ahora probamos que sen ^ ^ |„ | < 1. 

Probamos que (1 +*) ~ 0 { n ) 

»• ■ • ■ 

= 1+0»+-^ * + 3! 41 

m(m-l) rtm Z W!lI» x i + ” (m -')( m ~ 2)(m — 

*'W= m + —7“ 2! 31 

m(m-1) 2 . m(m-l)(m-2) v a + m(m-l)(m-2)(m-_3)^ 

= wc +—-— r + oí 3! 




m-n 

-; 

n+ 1 


- 1 )> ( m(m- 1 ) m(m-l)(m- 2) > |^2 


( m(m-lXm-2) m(m -l)(m-2)(m-3) ^3 + 
[2! 3! ) 

m(m-\) 2 , m(m-l)(m- 2 ) 3 

+ mmx + m — - L x ¿ + m —---- 1 x + ... 

2! 3! 

_ 2 , m(m-l)(m- 2 ) 2 

i + mjc -1 - x H- x 


-I 


mh{x) 


Esto es, (1+ x) h\x) = mh(x) 

Ahora, sea g(ar) = - hU) . Se tiene h(x) = (1 + x) m g(x) y 
( 1 +xf v ;n " 

g. (l)= (l+xr/i'W-mA’^XH-^f (l+*r~ l [(l + *)V(s)-m/»(x)] 

(l+x) 2m (1 + x) 2 " 1 

Luego, g(x) es constante y g( 0 )= —ÍÍ21_= 1 = | 

(l + 0) m I 


10 


g(*) = o, v* € (- 1 , i) 


En consecuencia, =1 => h(x) = (l+ x) m , Vx e (-1, 1) 


Series de Potencias 






I - ÍS 22 t a!*spRoru S o¿” 

i. A*) = ^ 1_x3 


2 . /W = (» + *)' 3 

3 . /W = ^ 1 + * 
1 




4. A*) = 


I 4 + x 
1 


«*2 2-4-6 

/?pta. 1-V ( _ n »Cn-MMn+2) 

... ’ ~~i — *-\*\<\ 

R pta. t + £ ( _, r . 

••i '**' 

R p,a. 

z n-i 2 3 (n!) ‘ 1 

«pto. |xl<32 

2 5 2 s (n!) ' 1 


6 . Probar que: 

j (-!)• ' 

", 2-4-6-.,.-(2n) 2n+l 1 1 

.-i _ T dt 

Sugerencia: sentí x- I . — 

J o V 1+r 

7. a. Representar mediante su serie de Maclaurin la función A*) = ^ 
b Aproximar í/630 con una exactitud de 3 afras decimales. 

1 v- i n .vi l 3-7,--(4n-_5) r . b 5010 

Rpta. a. 1+ -* + ¿A 4"n! 

8 . a. Representar mediante su sene de Maclaurin la función A*) = ^/T+* 

. _L_ con una exactitud de 4 cifras decimales, 

b. Aproximar -Jr¡r7 C0 

. - b. 0.2474 

tota. a. l--* + 3"n! 

3 aeMadaunn de/hallarlo). 

,, 1 usando la expans-on de Mac 

9 - s '*’'<^r , 


Sugerencia 


10. si yw s 


_ t usando 

















































ViT?* conu n »P reeisiónC 


b. Aproximar 

1 4 ~ n «+i -- 


íü, 

n+I r 3// + 1 


I jc I < 1 b. 0,5077 


12 .. a. Expresar 


_mediante su serie 


¡77¡7 


de Maclaurin 


r 

imar J 


dx 

rr+x’ 


r con una 


4w+l 


b. Aproximar 

00 1-3-5*...-(2w-0 £Ü 

Rpta. x + H) ' v»7Ii\ 4/í + I 

n = 1 


precisión de cinco cifras decimales 


< 1 b. 0,49696 


2V) 





tablas 

SERIES DE MACLAURIN%^ 


-■- 'X 

1 _i— =1 + x+x l +x 3 + . . 

1 -x 

= 1** 

■ *0 

~1<X<1 

x 3 x 4 

2. ln(l+x)-x —+ — _ + ... 

= i <-!)■*'íl 
« « 1 n 

» -1 <JC< l 

3. ln(x) = (x-l)-i(x-l) 2 +I(x-l) 3 -. 


—,0<x<2 
n 

X 2 X 3 

4. é* = l+x+—+—+... ■ 

■¿£ 
n = 0 n ‘ 

(—aC. 00 ) 

x J x 5 x 1 

5. senx = x- —+ — -— + • •• 

y (-i)"* 2,+1 
“o ( 2n+1 ) 1 

(- 00 . 00 ) 

x 2 x 4 x 6 

6. cosx = 1 - — + -¡T _ ‘¡T 

~ h <w 

(-00.®) 

i* 3 + I±íi + ...= I+ 

7. sen * = * + 2T 2-4 5 

* l —1 <x< 1 

2-4-6-a») 

R = 1 

2n + l 

X 3 X 5 íl + . . . 

8. tan 'x = x- — + 5 _ 7 

• x 2 **' 

R»0 

-1<X<1 


,v 2 ’ 41 

-® 00) 



(^O.c* 


9. senh * = * + “jT 5! 7! 

x’ + í1 + í1 

10. cosh.v* 1 + V 4! 61 


N =0 




11 M 4- = 1 + fttX + 


... Xl nj 


(-00. co) 
-1 <X<1 
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TABLA DE INTGRALES 


TabU s 


- n primer lugar, presentamos las 63 integrales que han aparecido el | 0s 2 

Omeros capítulos de nuestro texto. A esta lista la hemos incrementado Con 
otros integrales que serán de ayuda al lector. 

INTGRALES BASICAS. TABLA I 


1. Jaf(x)dx = a jf(x)dx 

2. j[/(*) ± g(*)] J/M* ± J* (jf) 


dx 


3. jo du = C 4. jdu = u + C 

5. (a n du =-l—u n+l + C, n¿-l 6. f—=ln|t/| + C 

J /i + l J « 

7. Íe u du = e x +C 
9. Jsen u dx - - eos u + C 
11. Jsec 2 w</« = 


= tanjc + C 


8. I a u du=-^—a x + C 
J In a 

10. Jcos u du = sen u + C 
12. Jcosec 2 w du = - cot u + C 


13. Jsec u tan u du - sec u + C 14. Jcosec u cot u du =-cosec u +C 


15. 

17. 

* 

19. 


Jtan u du - 

Jeot u du - 

Í du _ 


INTGRALES BASICAS. TABLA II. 


In | sec u | + C 

16. 

Jsec u du ~ In | sec u + tan u | + C 

In | sen u | + C 

18. 

Jcosec i/ du =ln | cosec u - cot u | 

u 



~ sen -1 ~ + C,a>0 

20. 

f du ' = 1 tan"'- + C, fl>0 



Ja 2 +w 2 a a 




22 . 


>s 2 
co n 


23. 


24 


[ Tablas 

**■ 'I"*""'" - Jco.«.*, n5tl 

INTEGRALES BASICAS. TABLA III. 

24. Jln x dx = x In x - x + C 

25 . Jsec j *<£v = j sec Atan* + |l„ | sec* + +c 

r e** 

26. I e cos bx dx — —— —— ( b sen bx + a eos bx) + C 

Í e™ 

?"sen bx dx = — ■ ^ (a sen bx - b eos bx) + C 

FORMULAS DE REDUCCION 
28. Isen"* dx = - — cosa' sen 
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Í M 

9. Jet 


1 


29. I eos” x dx = — sen a eos" 1 x + 

J n 

30. Isec^A dx = —tan x sec" _ 2 x 

J n-\ 

31. jftcnr* u _ I 


„_1 «“I f 

X + - Isen xdx, n 

n J 

«-1 f „. 

- Icos 

n J 


* 0 


xdx , h ^ 0 

x dx , n *■ 1 


coscc x dx - - cot A' cosec" 2 a 

n -1 


síF" 

Hzl [cosec" ~ 2 x dx,n 

n-\ J 






32. jx" sen bx dx = - iL cos + !L f v n ‘eos bx dx 

J b b J 

33 ‘ J v " CM 4 * * \ ~ sen A* - !L J t " " 'sen A.v dx 

34 ' *-♦>(, njc) «.J!L f A ,(|„, v )" -Vv,n 

/I +1 J 
















T»blaj 
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(1» -v) 


= X (In -V) - 


»jo» x T~' a 


r l *„•* - — 

36 . « J 

INTEGRALES BASICAS. TABLA IV. 

f n—í j = — Jo 1 - 11 ‘ + — « n_1 — + c 
3t\'¡S- u du 1 2 

38. JT^V- Y ,n |" + Í7r;í I +C 

39. J/Wrf«^^ 7 ^ 7+ T" , |" W “ I+aí | +C 

40 - 


1 *-■ 

Já r ^ü‘ 

1 - fl In 

J 1 

u + a 

l + C 

~ 2fl "I 

ii - a 


1 u ~ a I 

+ C 

-m 

la 

1 w + fl 1 

_ = In 

j II + >1 u 

2 ±fl 2 


fl + V fl 2 - M 2 


+ c 


INTEGRALES BASICAS. TABLA V. 


44. 

j*senh u du = cosh u + C 45. j 

jeosh u du = senh u + C 

46. 

jsech 2 « du = tanh u + C 47. 

Jcosech 2 w du - 

- cotanh u + C 

48. 

Jscch u tanh u du = - sech u + C 



49. 

Jcosech ii cotanh u du *- coscch u + C 


50. 

Janh u du = | n cosh u + C 51. J 

^coth u du = ln 

| senh u | +C 


Tablas 


V w 


|roseeh u du- ¿| n J c °sh 


' )+C ~U* n - 


2 I ^rr?| + c-i n | tanh « i 


+ c 


53. Je 

du 

/ T 2 = senh -1 " + c / rJ_J* 1 

yj u + a 2 a n ( w + V«^Z T\ 

[ du _ _ ' ") +C 

55 ’ J7 w 2 _ a 2 C ° Sh a +C = ,n | + I 

56. J-T#^ — -scch-'Lííi +c , 

J//V a 2 — « 2 « a +c = -~l n u l 

„ r * , • ^n~- +c 

57 JtrJa 1 * u 1 „™» ch -'ÜiJ +C=-I|„ 

formulas de wsducÓon 

58. jsenh n udu = -cosh u senh" - _ "-1 f 

J n ~J senh ' , ' 2 «rf«,/.^o 

59. jcosh' , tf du = — senh «cosh" “ l u + n ~ 1 f L „ , 

J " — jeosh ~ 2 udu, n * 0 

60. Jt»nh"« rf« =-_i T , a „ h -.-i„ + J, anh .,- !u((H ni) 

61. Jcoth’u du --J-cotK’-'o + Jco.h” - 2 „ du , „*1 

62. Jsech*u du = -L. tanh « scch" ~ 2 u + Jsech"’ 2 !/ du , o * 1 

63. Icosech"*/ du =-- coth « cosech" " 2 u - -—- fcosech"' 2 !/ du,n * 1 

J «-1 /»-l J 

OTRAS INTEGRALES 

INTEGRALES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 
*** j* en “du = «sen'w + V l-« 2 + C 

65 J' 05 '» </« - « cos 'o-Vl-u 1 +c 

66 ' j* an "'« rf» = «tan '|/-I|n (l +«‘)+C 
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2n 2 -l 

67. 

J’i, sen _l « du = 

4 



2« 2 -1 

68. 

|*« sen -1 # <** = 

4 

J 


M Z +1 

6, J 

!*« tan' 1 » du = 

--ti 

2 


sen' 1 !/ +- 


eos u — 


- + C 


-+£ 


INTEGRALES QUE CONTIENEN y[777,a>0 



. j u 2 Ja 2 -a 2 du = ^u 1 -u 1 tj»»''. +C 
. fÍZfZd„=.I/¡r7- S en-'í+C 

J w 2 « 

f du _ _ V a 2 - + ^ 

u 1 o 2 " 

Í 2. _ _ 2 M 

^J!L=- U -J77¿ + a - sen"! +C 

/7T7 2 2 

INTEGRALES QUE CONTIENEN /i*-»* ’ a>0 

„ f/Zv J n 

0. I- - - du = V « 


,2 - fl 2 + fl eos ~ ‘ I M I + C 


T,bl*» 


du * — - 


r </« _ >A« 2 - g 2 

82 - J¡Á/V+ «’ 


■ + | " 


83. 


« n—T a 2 
===== = -V " - a 2 + — ln 
r 2 -* 2 2 2 


85. 

86 . 

87. 

88 . 


h4 f _—-* —In I —-— 

Ju(a + * | a + bu 

f 


w + vtt — o 2 j+C 

INTEGRALES QUE CONTIENEN a+bu 


1 6 

-+ — In 


+ C 

I a + bu 


bu) au a 2 
u du a 


+ C 


r_w__ _ 

’* J(tf + A«) 2 b 2 (a + bu) ^ b 

f du 
Ju(a + 


+ 7T ,n | a + bu | + C 


¿«) 2 «(<i + 6tf) a 2 


+ -Vln I £±*S 


+ c 


V a + bu — yj~a I 

V a + bu + Va 


+ C, a > 0 


«>//!+ >/"a 

t 2^^ + « f du > c 

J u J uy¡ a+ bu 

). * f «fa +c 

} i 1 « 2 J i /N /a+ Au 

INTEGRALES QUE CONTIENEN V2a«-« 2 
'• rf u = —j—V lau-u 1 + ^-cos H (^7 ií ) *C 
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Tablas 


DERIVADAS 


1 . D x ÍA X ) S(x) ] = A*) D x g(x) + g(x) D x /(x) 
f/(x) l _ g(x)D x /(x) - f(x)D x g(x) 

2 Íg(*) J l^)! Z 


3. D x (u n ) = nu n ~ x D x u ó bien 

4. D x e“ = e u Z> v « 

6 . u = — D x u 
u 

8. D x sen u ) = eos u D x u 
10 . D x tan u = sec 2 u D x u 

12. D x sec u =sec u tan u D x u 
1 


D x ((g(*))" ) = n(g(x)) n 1 D x u 

5. D x a u = a u In a D x u 

7- D x \og a tt )= —L_ D 
ttln a 

9. D x eos u — — sen u D x u 

11. D x cot u = - cosec 2 !/ D x u 

13. D x cosec u = - cosec // cot u D x u 


14. Z)*sen u = 


16. D x tan ^ 


1 + 


18. D x sec ^ u ■ 


«V « 2 -i 

20. Z) r senh // = cosh u D x u 
22. Z^ tanh // = sech 2 u D u 


= D x tt 
u 

D x u 

D x u 


15. Z)*cos // = - 


17. D x cot - ^w = - - 1 


1 + u 


= D x u 


D x u 


19. D x cosec ^ u =-— 1 n v „ 

21. Z) v cosh u = senh u D x u 
23. D coth u = - cosech 2 u D v u 


D x sech w - sech u tanh u D x u 25. D x cosech u = — cosech u coth u D x u 
26. Z> Jt sec“ , « 


28 - D m senh -, w * 1 

VWV 



2 7. Z) v cosec =- ==D x u 

u\J u 2 -1 


7 ^ 7 "' 


30. fi^tanh -1 !! -_ L 


®i*wh *« ■. 


T D *“ 


31. D coth -1 u ■» — D x u 
1-w 2 

O.w 33. D v cosech 1 !/ 




5. 

8 . 


6. (aA)* = ¿4: 

9. (a x y = 

12 . ^ 


7. a* a* = a * +y 

10. a ~* = 1 


13 ■ a- m ^y 


"■ u 

14. - sía s[b 15. Jfl = *!ÜL 

V b tTb 

teorema del binomio 

lí. (a i b)‘ = a 1 ±lab+ b‘ 17. <„+*)> . a « + 3 ^ + 3rt , + ,, 

18. (fl - A ) 3 = a 3 -3a 2 b + 3 ab 2 - b 3 

19. (.+*)*-«*+,a"-'b+ÍÍ!^Í) a-V+...+^"j«"-V+.„ + ««-'*+ 4 * 

20. (. - b) n = a n -na n ~ l b+ «-V+.. +... 

-na-'b + (-!)“ b" . donde Í"1 = «(«-1)(»-2)...(«-* + !; 


{k J k\ 

PROGRESION GEOMETRICA 

1 a ’ a 2 ~ «r, «3 = ar 2 , a 4 = ar 3 ,..., a„ = ar'‘~' S„ = £ a* = <* — 

a - i 1 “ 

22f 2 2 • factorizacion 

tf b *(«+A)(a-A) 23. a 2 ± 2 ab+b 2 =(a ± b) 1 

' ° * b3a (« + b)( a 2 -ab+ b 2 ) 25. a 3 -b 3 = (a - b)(a 2 + ab+ b 2 ) 
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Tablas 


DESIGUALDADES Y VALOR ABSOLUTO 
26. a <b=> a + c<b + c 27. a < b y c> 0 => ac < be 

28. a <by c<0=> ac> he 29. I a- | = a <=> x = a ó x = - a 

30 . Ixl <a <=> -a<x<a 31. |x| > a <=> -a<x ó x> a 


\ 


GEOMETRIA 


// = altura, A= Area, AL = Arca Lateral, V — Volumen 
































_ x + y x-y _ v = 2cos-—- sen 

41. sen x + sen y = 2 sen —- eos - 42. sen* y 2 

43. eos x + eos y - 2 eos eos 44. eos x - eos y - -2sen 2 ten 

Ley de los senos 

sen /I _ sen /I sen C 

c 

Ley de los cosenos 
46. a 2 - 6 2 + c 2 - Ibc eos /I 
47^ b l - a 2 + c J - 2ac eos 
48. c 2 - a 2 + 6* - 2 ab eos C 
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Tabla» 


EXPONENCIALES Y LOGARITMOS 

1. log,v= 2. log^f = —3. a x = e x,na 

In a In a 


IDENTADADES HIPERBOLICAS 


1. senh* = ~ e ~ X ) 

3. tanh .v = 

5. sech* = 


2' 
senh * 
cosh* 

1 

cosh * 


2. coshx»-(< 

C« T 2 


') 


cosh x 
senh x 


6. cosech x = 


senh x 


7 . cosh 2 x - senh 2 * = 1 
9. 1 - eoth 2 * = - cosech 2 * 

11 . cosh (-*) = cosh * 

12 . senh (*±y) = senh* cosh y ± cosh* senh y 

13. senh (2*) = 2 senh* cosh* 

14. cosh (*± ^) = cosh * coshy ± senh* senh y 

15. cosh (2* ) = cosh 2 * + senh 2 * 


8. 1 - tanh 2 * = sech 2 * 
10. senh(-x) = - senh* 


.2 cosh2* - 1 
16. senh * = - 


,, .2 cosh2* + l 

17. cosh * = - 


18. senh y =± y[(coh x 


l)/2 


19. cosh y = ± y] (coh* + l)/2 


ALFABETO GRIEGO 


A a alfa 
B P beta 
r Y gamma 
A 8 delta 
E £ epsilon 
Z í zeta 
H ri eta 
© 0 theta 


I i iota 
K k kappa 
A X lambda 
M p mu 
N v nu 
3 £ xi 

O o omicron 
n ti pi 


P p rho 

I a sigma 

T x tau 

Y u ípsilon 

O 4> fi 

X X ji 

\|/ psi 

fí o oniega 
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Angulo entre curvas polares, 471 
Angulo radial, 470 
Antiderivada, 5 
Antiderivada general, 6 

Area bajo una curva paramétrica, 419 
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Caracoles, con rizo, 453 
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Cometa de Haley, 504 
Condición de frontera, 106 
Cónicas centrales, 496 
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Convergencia condicional, 349 
Coordenadas polares, 443 
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exponencial, 108 
Curva de aprendizaje, 108 
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Criterio de comparación del límite, 610 
Criterio de comparación directa, 608 
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fecto multiplicador, 584 
je polar, 443 




Esperanza, 311 
Epicicloide, 405 
Espirales, 456 
Espiral equiangular, 472 


Euler, Leonardo, 367 

Eureka, 297 

Excentricidad, 494 

Extensión e la función gamma, 372 
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Fibonacci, 512 
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Series 

Binomial, 716 

i Series, alternantes, 633 

Series de Gregory, 683 
' Series de Maclaurin, 701 
’h, Series de potencias, 659 

Series de potencias de funciones, 667 
Series de Maclaurin notables, 723 
Series geométricas, 566 
* Series infinitas, 565 

Sierpinski, W., 586 
Simpson, T., 193 
Seudoesfera, 429,431 
Sistema algebraico de computación, 55 
Solución general, 105 
Solución particular, 106 
Subsucesiones, 518 
Sucesiones, 513 
Sucesión monótona, 548 
Sucesiones acotadas, 549, 552 
Sucesiones convergentes, 515 
Sucesiones recurrentes, 527 
Sumas de Riemann, 138 
Sumatoria, 125 
Supreso, 554 

Superficie de revolución, 240 
Sustitución trigonométrica, 62 
Sustitución de Weiesrstrass, 91 

T 

Taylpr, B., 658 
Tautócrona, 403 
Telescópica, 127 
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